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Poglavje 0

Studijski in izpitni red: 2026/27

0.1 Predavanja / vaje

Predavanja:
o Ponedeljek 8:15 V/2: Prof. dr. Janko Slavi¢ (DS-P3, 01 4771 226, janko.slavic@fs.uni-
1j.si)
Vaje:
Ura as. dr. Domen Gor- as. Marko Zupan as. Gal Stanovnik
jup
Cetrtek
8:00 C1 (1/4b) C2 (RU SP-24)
10:00 C3 (1/4b) C4 (RU SP-24)
Petek
8:00 P1 (I/4b) P2 (RU SP-24)
12:00 P3 (I/4b) P4 (RU SP-24)

Govorilne ure:

o Cetrtek 11:30 - 12:00 v udilnici I/4b, po predhodni najavi asistentu.

Asistenti:

e as. dr. Domen Gorjup (DS-P5, 01 4771 228, domen.gorjup@fs.uni-lj.si)

o as. Marko Zupan (DS-P5, 01 4771 230, marko.zupan@fs.uni-1j.si)

« as. Gal Stanovnik (DS-P5, 01 4771 230, gal.stanovnik@fs.uni-1j.si)

Spremljanje sprotnega studija, obvestila itd

Sproten Studij bomo izvajali s pomocjo: moj.ladisk.si. Za prijavo uporabite email, ki ga imate
v VIS-u: video prikaz prijave.

Vsebine, povezane s predmetom, najdete tudi v e-ucilnici.

0.2 Sprotni studij

Izpit (samo teorija)
z ustnim zagovorom

% S0

> Opravljen predmet
/
Izpit

z ustnim zagovorom

Domate naloge > 50 % D

Projekt > 50 %
\Z
9
Domace naloge > 40 %
Projekt = 40 %



mailto:janko.slavic@fs.uni-lj.si
mailto:janko.slavic@fs.uni-lj.si
mailto:domen.gorjup@fs.uni-lj.si
mailto:marko.zupan@fs.uni-lj.si
mailto:gal.stanovnik@fs.uni-lj.si
http://moj.ladisk.si/
https://youtu.be/e3_NUBwOjQ4
https://e-ucilnica.fs.uni-lj.si/course/view.php?id=140
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0.2.1 Sestava ocene

5% sodelovanje pri predavanjih

10% tedenske domace naloge (vsaj 50%)

40% individualni projekt (vsaj 50%)

45% preizkus iz teorije (vsaj 50%): glejte pretekle preizkuse

Na predavanja in vaje morate priti pripravljeni; uporabili bomo nekatere principe obratnega
ucenja/!

0.2.2 Predloge za vaje

Za vsako vajo je pripravljena predloga (Jupyter notebook) z definicijami nalog in pripravljeno
kodo. Predlogo pred vajami prenesite in jo na vajah dopolnite z lastnimi zapiski in resitvami.
Predloge vaj najdete v mapi Predloge vaj.

0.2.3 Individualni projekt

Se navezuje na poljubno vsebino katerega-koli predmeta na FS in ga Student definira sam. Projekt
mora vsebovati sledece vsebine:

o simbolno resevanje,

o sistemi linearnih enach,

o interpolacija ali aproksimacija,
o iskanje nicel,

o integriranje ali odvajanje,

o resevanje diferencialnih enach.

0.2.4 Raba umetne inteligence pri projektu

Pri individualnem projektu pri¢akujemo, da uporabljate orodja umetne inteligence (UI;
npr. Claude, ChatGPT, Copilot): za razlago metod, pisanje in pregled kode, iskanje napak in
oblikovanje porocila. Z UI lahko v razpolozljivem casu naredite bistveno vec¢ kot brez nje, zato
so temu prilagojena tudi pricakovanja glede obsega projekta.
Pricakovan obseg projekta
Za oceno 10 pricakujemo projekt, pri katerem bi vlozeni ¢as brez UI bistveno presegel
obseg tega predmeta. To je merilo obsega in kakovosti izdelka, ne ¢asa, ki ga projektu posvetite:
z Ul je tak projekt izvedljiv v okviru predvidene obremenitve pri predmetu.
Tak projekt ima obiéajno:
o realen inZenirski problem (npr. iz drugega predmeta, s prakse ali iz laboratorija), ne
Solske naloge, izmisljene zato, da se uporabijo predpisane metode,
o numeri¢ne vsebine, ki so med seboj povezane v celoto (npr. interpolirane meritve so
vhod v diferencialno enacbo, resitev se nato primerja z meritvami),
e analizo vpliva parametrov ali primerjavo ve¢ metod z oceno napake in konvergence,
o preverjene rezultate (analiticna resitev, druga metoda, meritve, literatura),
e uporaben programski izdelek: modul s testi, uporabniski vmesnik, animacijo, spletno apli-
kacijo, zajem podatkov ipd.

Okvirna ocena projekta glede na obseg:


https://github.com/jankoslavic/pynm/blob/main/primeri%20nalog%20in%20izpita/NM_teorija.pdf
https://github.com/jankoslavic/pynm/tree/main/Predloge%20vaj
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Ocena Pricakovan obseg

6-7

10

Vseh sest numeri¢nih vsebin je pravilno upo-
rabljenih in pojasnjenih, a so med seboj slabo
povezane; problem je preprost.

Smiselna celota, rezultati so preverjeni, nekaj
analize vpliva parametrov.

Realen problem, povezane metode, primerjava
metod in ocena napak, izdelan programski del
(modul, testi).

Kot pri 9, v obsegu, pri katerem bi vlozeni
cas brez Ul bistveno presegel obseg tega pred-
meta: npr. realni podatki ali meritve, veé
povezanih modelov, uporabniski vmesnik ali
aplikacija, poglobljena kritiéna analiza.

Vasa odgovornost pri rabi Ul
UI je orodje; avtor projekta in odgovorna oseba ste vi.

Vse, kar oddate, morate razumeti in znati pojasniti: vsako metodo, vsak del kode
in vsak rezultat. Na zagovoru vas lahko vprasamo o kateremkoli delu projekta.
Rezultate preverite. Ul pogosto predlaga neustrezno metodo, napacen robni pogoj ali
kodo, ki se izvede, a racuna narobe. Preverjanje rezultatov je del ocene.

Rabo UI opisite v razdelku Raba umetne inteligence na koncu porocila (5-10 vrstic):
katera orodja ste uporabili in za kaj, kje se je UI zmotila in kako ste to ugotovili ter kaj ste
naredili sami.

Plagiatorstvo preverjamo tudi naprej (glejte spodaj). Da je kodo napisala UI, ni opraviéilo
za ujemanje z drugim projektom; ce izhajate iz lastnega problema, do ujemanja ne pride.
Pri izpitu raba Ul ni dovoljena. Zato je smiselno, da vam Ul pri projektu pomaga tudi pri
razumevanju, ne le pri pisanju kode.

0.2.5 Kaj ocenjujemo pri individualnem projektu

Namen projekta je prikazati ustrezno izbiro in uporabo numeri¢nih metod, komenti-
rati njihovo delovanje in ovrednotiti dobljene rezultate. Pri ocenjevanju gledamo stiri
podrocja:

Numeri¢ne metode: 45 %
— ustreznost in pravilnost uporabljenih metod: 30 %,
— argumentacija in komentarji 15 %.

Poroéilo in koda: 25 %.

Lasten odnos in kreativni dodatek: 25 %.
Testi kode in/ali uporabniski vmesnik: 5 %.

Kaj pri posameznem podroéju gledamo, je podrobneje opisano spodaj.
Kriteriji ocenjevanja po podrocjih

1.

Numeri¢ne metode (vsako od Sestih predpisanih poglavij ocenjujemo lo¢eno)
Pravilnost in ustreznost metode:

— problem je resen numeri¢no; zgolj simbolna resitev (sympy) ali zapis enacb ne zado-
stuje,

— metoda ustreza problemu (npr. predolocen sistem resite po metodi najmanjsih kvadra-
tov, periodi¢nega signala ne aproksimirate s polinomom, diferencialno enacbo visjega
reda pretvorite v sistem enacb 1. reda itd.),

— ¢e je to mogoce je rezultat preverjen: s primerjavo z analiticno resitvijo, drugo nu-
meri¢no metodo ali obstojec¢o funkcijo iz numpy/scipy (to velja tudi za resitve, ki jih
predlaga UT),
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uporaba obstojec¢ih funkcij (numpy, scipy) je zazelena; lastna implementacija mora
biti utemeljena in primerjana z obstojeco funkcijo.

o Argumentacija in komentarji, pri vsaki uporabljeni metodi pisno pojasnite:

zakaj ste izbrali to metodo in ne katere druge (npr. Newtonova metoda ali bisekcija?
zakaj LU razcep? zakaj zlepki in ne polinom?, itd.),

na kratko: kaksne so predpostavke metode in kaksne so njene omejitve (natancnost,
konvergenca, red metode, izbira koraka, robne tocke pri odvajanju ...),

kaj rezultat pomeni za vas$ fizikalni problem (interpretacija).

Pomembno: v seminarju ne ponavljate izpeljav, teoreticnega ozadja metod
itd., ¢e to ni bistveno za razumevanje ali izvajanje vase kode. Teorija je predmet
pisnega dela izpita.

2. Porocdilo in koda

e Porocilo:

osnovni podatki (ime in priimek, vpisna stevilka, datum) in izjava o avtorstvu,
definicija naloge z opisom in sliko problema ter navedbo virov,

poglavja po predlogi (glejte tudi primer projekta); iz naslovov je razvidno, kje je
katera numeriéna vsebina,

razlaga v markdown celicah, enacbe zapisane z LaTeX-om,

rezultati prikazani grafiéno (matplotlib), z ozna¢enimi osmi in enotami,

kratek opis rabe UI v razdelku Raba umetne inteligence.

e Koda:

porocilo se po Restart — Run All izvede brez napak, poti do datotek so relativne
(vse potrebne datoteke so prilozene, koda deluje kjerkoli, ne le na vasem racunalniku),
koda je berljiva in v smiselnem vrstnem redu,

veckrat uporabljene funkcije so zbrane v lastnem modulu (.py), ki ga v porocilo
uvozite,

funkcije imajo docstringe (opis, parametri, vrnjena vrednost) in smiselne komentarje,
dodatni paketi so navedeni z navodili za namestitev (npr. requirements.txt).

3. Lasten odnos in kreativni dodatek

e Obseg in ambicioznost: glejte Pricakovan obseg projekta zgoraj; za oceno 10 pricakujemo
obseg, pri katerem bi vlozeni ¢as brez Ul bistveno presegel obseg tega predmeta.

e Lasten odnos: problem je smiselna celota in ne nabor nepovezanih nalog; numeri¢ne vsebine
izhajajo iz problema; analiza je poglobljena (npr. vpliv parametrov, primerjava metod,
ocena napake); rezultati so kriticno ovrednoteni (ali so fizikalno smiselni?).

o Kreativni dodatek: vsebina, ki na predavanjih in vajah ni bila obravnavana (glejte seznam
spodaj). Ocenjujemo kakovost izvedbe, ne le prisotnost; pri ocenah 9 in 10 je kreativni
dodatek pricakovan.

4. Testi kode in/ali uporabniski vmesnik

Vsaj en test lastnih funkcij (npr. z numpy.testing ali pytest) ali preprost uporabniski
vmesnik. Test mora biti v porocilu izveden in uspesen.

Najpogostejse pomanjkljivosti preteklih projektov, zaradi katerih so bile ocene nizje:

« metoda je uporabljena, ni pa pojasnjeno, zakaj ta, kako deluje in kako natancen je rezultat,
e poglavje je reseno le simbolno,

¢ lastna implementacija metode brez utemeljitve in primerjave z obstojeco funkcijo,

o rezultati brez interpretacije,

e koda se zaradi napacnih poti ali manjkajocih paketov ne pozene,

e koda, ki jo je napisala Ul, student pa je na zagovoru ne zna pojasniti,

e rezultati, ki jih ni nihce preveril.

Kreativni dodatek: primeri vsebin


https://github.com/jankoslavic/pynm/tree/main/projekt/predloga
https://github.com/jankoslavic/pynm/tree/main/projekt/primer
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Kot kreativni dodatek se tretira programska vsebina, ki na predavanjih in vajah ni bila
posebej obravnavana. Z orodji Ul so taki dodatki precej bolj dostopni, zato jih pri ocenah 9 in
10 pricakujemo. Na primer:

e animacija rezultatov z uporabo matplotlib-a,

o druge oblike naprednih prikazov (Plotly, Bokeh, vispy, pyqtgraph, VTK...),

o avtomatsko branje podatkov iz spleta, posiljanje rezultatov po elektronski posti,

e strojno generiranje porocila,

e uporaba platform Raspberry Pi, Arduino, zajem podatkov,

o izdelava spletne aplikacije (Flask, Django),

e uporaba modulov in knjiznic, kot so scikit-learn, TensorFlow, PyOpenCV.

Navodila za oddajo projekta

e Rok za oddajo projekta je naveden spodaj, med pomembnimi datumi.

o Za izdelavo projekta uporabite predlogo; za zgled si oglejte primer projekta.

e Projekt oddajte v obliki zip datoteke z imenom: Ime in priimek, vpisna Stevilka.zip.
Primer: Janez Novak, 23201111.zip.

o Velikost zip datoteke naj ne presega 20 MB.

e ZIP oddate v e-ucilnici.

Pred oddajo:

1. v projektu zakomentirajte (dodajte #) morebitno namestitev dodatnih paketov in funkcije,
kot je na primer %%timeit:

# !pip install ime_paketa
# Whtimeit

2. Preverite, da imate poti do slik in drugih datotek podane v relativni obliki (npr.
'slika.jpg', ne pa 'D:\Numerilne metode\projekt\slika.jpg').
3. naredite Kernel — Restart in nato Cell — Run All. Prepricajte, da se vse celice izvedejo
pravilno.
Plagiatorstvo pri individualnem projektu
Vsi oddani individualni projekti so pregledani s sistemom za ugotavljanje plagiatorstva.
Sistem preverja podobnost oddanih dokumentov z vsemi ostalimi projekti iz trenutnega in
preteklih studijskih let. Kot plagiat je oznaceno vsako ujemanje teksta in postopkov oddane
kode (tudi v primeru, da je ta uporabljena v drugacnem kontekstu, drugem vrstnem redu, z
zamenjanimi imeni spremenljivk itd.). Iz pregleda je izvzeta vsebina predlog za predavanja,
objavljenih v tem repozitoriju.
Ce se znatni del vsebine vasega projekta ujema z drugim projektom, tega ne moremo oceniti
kot vase samostojno delo. To pomeni, da niste opravili vaj in nimate pogoja za pristop k
izpitu.

0.2.6 Potek ocenjevanja projekta

Projekt ocenjujemo v dveh korakih: strojni pregled in ustni zagovor

1. Strojni pregled oddanih porocil.
Vsa oddana porocila najprej pregledamo strojno: preverimo, ali se porocilo izvede brez
napak, ali vsebuje vse predpisane vsebine, in ga primerjamo z ostalimi projekti (glejte
Plagiatorstvo zgorayj).

2. Ustni zagovor pri izvajalcu predmeta, priblizno 10 minut na studenta.
Student na kratko predstavi svoj projekt (problem, izbrane metode, kljuéni rezultati), nato
izvajalec zastavi nekaj vprasanj o podrobnostih, npr.: zakaj ste izbrali dolo¢eno metodo,
kako deluje vasa koda, kako ste preverili rezultat, kako ste uporabili UI. Lahko vas prosimo
tudi, da v kodi naredite manjso spremembo (npr. spremenite parameter ali robni pogoj) in
pokazete njen vpliv.


https://github.com/jankoslavic/pynm/tree/main/projekt/predloga
https://github.com/jankoslavic/pynm/tree/main/projekt/primer
https://e-ucilnica.fs.uni-lj.si/course/view.php?id=140#section-1
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Kon¢éna ocena projekta se oblikuje na podlagi obeh korakov. Projekta, ki ga student na
zagovoru ne zna pojasniti, ne moremo oceniti kot samostojno delo.
Zagovor individualnih projektov bo priblizno 1 teden po oddaji.

0.2.7 Domace naloge (moj.ladisk.si)

Tedenske domace naloge vam dodelimo v sistemu moj.ladisk.si. Domace naloge so dokumenti
Jupyter Notebook (.ipynb), resujete jih v okolju Visual Studio Code.

Raba UI pri domacih nalogah je dovoljena, vendar vam svetujemo, da jih reSujete sami: na
izpitu Ul ni na voljo, domace naloge pa so glavna priprava nanj.

Splosna navodila za resevanje

o Datoteke, ki jih prenesete s spleta, shranite v obliki .zip arhiva (¢e vas brskalnik datoteki
ne doda konénice .zip, to storite sami).

o Arhiv z datotekami, ki ga prenesete s spleta, razpakirate v celoti.

e V mapi z razpakiranimi datotekami odprete ukazno okno in pozenete ukaz jupyter
notebook.

o Celice v .ipynb datoteki z domaco nalogo poganjate po vrsti (tudi celice povsem na vrhu
datoteke!).

e Rezultati so pri resevanju posredovani v spletni sistem moj.ladisk.si in se samodejno sprotno
preverjajo. Pri resevanju je nujna povezava s spletom.

Pripravili smo tudi video navodila za resevanje.

Veé podrobnosti glede resevanja domacih nalog v sistemu moj.ladisk.si: moj.ladisk.si/help.
Casovna omejitev reSevanja domacih nalog

Domace naloge imajo definiran ¢as okna za resevanje:

e Do odprtja okna za reSevanje je mozno predcasno resSevanje naloge brez casovne
omejitve.

e V oknu za refevanje je dovoljen ¢as reSevanja naloge omejen. Casovna omejitev tece od
trenutka, ko znotraj okna za resevanje nalogo prvi¢ odprete.

e Po zaprtju okna se naloga zapre, resevanje ni ve¢ mozno.

Svetujemo vam, da c¢im vecji del naloge resite v casu predcasnega resevanja, pred odprijem
okna za resevanje.

Uporaba Jokerja za premik obveznosti

Vsakemu studentu sta pri predmetu na voljo dva Jokerja, ki jih lahko uporabite za premik
obveznosti v prihodnost.

e 7 uporabo Jokerja lahko okno za resevanje domace naloge premaknete za < 14 dni naprej.

e Uporaba jokerja ni mozna, Ce ste nalogo Ze odprli.

e Pred pricetkom okna za reSevanje je za premik naloge potreben en Joker, v ¢asu okna za
reSevanje pa dva.

0.2.8 Predlog ocene na podlagi sprotnega studija

Predlog ocene:

e 50 do 60%:
e 60 do 70%:
e 70 do 80%:
e 80 do 90%:
e 90% in veé: 10

(Nedefinirana podrocja so vmesne ocene.)

Individualni projekt in predlog ocene se zagovarja na ustnem zagovoru (glejte Potek ocenje-
vanja projekta).

Pri zagovoru upostevamo tudi kvalitativno oceno sodelovanja na vajah in predavanjih.

© 0D


http://moj.ladisk.si
https://moj.ladisk.si/
http://moj.ladisk.si
https://youtu.be/wedX7AdORvY
http://moj.ladisk.si
https://moj.ladisk.si/help/numeri%C4%8Dne_metode/domace_naloge.html
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Ce izpolnjujete pogoje sprotnega dela (DN, projekt) imate eno moznost opravljanja preizkusa
le iz teorije na zimskih izpitnih rokih po koncu semestra.

0.2.9 Pomembni datumi

1. Oddaja individualnega projekta: 12. jan 2027 do 12h *
2. Preizkus iz teorije se pise na kateremkoli zimskem izpitnem roku (imate eno moznost).
3. Zagovori: po izpitnem roku.

* V primeru oddaje vsaj 1 teden pred rokom, se uspeh mnozi z 1.1; v primeru zamude pa
se upeh mnozi z 0.9", kjer je n Stevilo zacetih dni zamude.

0.3 Izpit

Izpolnjevanje pogojev za pristop k izpitu: vsak posamicni dogodek (razen teorije in sode-
lovanja pri predvanjih), ki sestavlja oceno mora biti vecji od 40%.

Izpit se opravlja v dveh delih: 40 min za tri teoreticna vprasanja (glejte primer izpita) in 35
min preverjanje uporabe numeri¢nih metod za rac¢unalnikom (tipi¢no dve nalogi, s sabo imate
lahko poljubne pisne vire, dostopa do interneta ni).

Pri obeh delih izpita raba orodij UI ni dovoljena.

Za pozitivno oceno morata biti oba dela pozitivna.

0.4 Literatura

1. Slavi¢ J.: Programiranje in numeri¢ne metode s Pythonom, izvrsljiva knjiga ali spletna
knjiga, 2015-

Petrisi¢ J.: Uvod v Matlab za inzenirje, 2011

Demsar J. Python za programerje, 2012 (glejte spletno ucilnico FRI)

Nicolas P. Rougier: From Python to Numpy, 2017 spletna knjiga

Kiusalaas J: Numerical Methods in Engineering with Python 3, 2013

Fangohr H. Python for Computational Science and Engineering, 2014 (dosegljiva na spletu)
Bucky R. Python Programming Tutorials (videi na YouTube)

Projekt TOMO (ve¢ vsebin, glejte predvsem predmete na FMF in FRI)

Scientific Python Lectures (prej Scipy Lecture Notes)

Uporaba paketov Numpy, Scipy itd za inzenirje Mr. P Solver (YouTube)
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0.5 Pogoji za poslusanje v naprej?

Predmeta ni mogoce opravljati v naprej.


https://github.com/jankoslavic/pynm/tree/main/primeri%20nalog%20in%20izpita
https://github.com/jankoslavic/pynm/tree/main/notebooks
https://jankoslavic.github.io/pynm/README.html
https://jankoslavic.github.io/pynm/README.html
https://ucilnica.fri.uni-lj.si/course/view.php?id=166
http://www.labri.fr/perso/nrougier/from-python-to-numpy/
https://www.southampton.ac.uk/~fangohr/training/python/pdfs/Python-for-Computational-Science-and-Engineering.pdf
https://www.youtube.com/playlist?list=PL6gx4Cwl9DGAcbMi1sH6oAMk4JHw91mC_
https://www.projekt-tomo.si
https://lectures.scientific-python.org/
https://www.youtube.com/channel/UCKaYxkHrmsQePZFpzF9b7sQ
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Uvod v Python

1.1 Kaj je ekosistem Pythona?

Marsikaterega bralca beseda ekosistem zmoti/zmede. Slovar slovenskega knjiznega jezika danes
pozna samo rabo v povezavi z ekologijo. V racunalnistvu pa se v zadnjih desetletjih beseda
ekosistem uporablja tudi v kontekstu t. i. digitalnega ekosistema; v primeru Pythona to pomeni
vso mnozico razli¢ih paketov (samo pypi.org trenutno hrani veé¢ kot 685 tiso¢ razli¢nih paketov),
ki temeljijo na programskem jeziku Python in so med seboj povezani.

Ekosistem Pythona je veliko vec¢ kot pa samo programski jezik Python! Ta knjiga
se v okviru prvih stirih predavanj osredotoca na tisti del tega ekosistema, ki je zanimiv in koristen
predvsem za inzenirske poklice.

Python je visokonivojski programski jezik, z visokim nivojem abstrakcije. Nizkonivojski
programski jeziki, v nasprotju, imajo nizek nivo abstrakcije (npr. strojna koda).

Poglejmo si izracun Fibonaccijevega stevila, ki sledi definiciji:

Fr=FK=1 in F,=F,_1+ F,_o. (11)

8B542408 83FABO77 ©06B8000O ©00BC383
FAD27706 B8010000 ©0C353BB 01060000
BS©10000 008D0419 83FAB376 ©/3BD98B
C84AEBF1 5BC3

Izracun F,, v strojni kodi:



http://www.fran.si/130/sskj-slovar-slovenskega-knjiznega-jezika/3539971/ekosistem?page=4&Query=sistem&All=sistem&FilteredDictionaryIds=130&View=1
https://pypi.org
https://sl.wikipedia.org/wiki/Fibonaccijevo_%C5%A1tevilo
https://en.wikipedia.org/wiki/Low-level_programming_language
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fib:
mov edx, [esp+8]
cmp edx, ©
ja @f
mov eax, ©
ret

@@

cmp edx, 2
ja @f

mov eax, 1
ret

@@:

MASM koda niich ahw
C

int Fibonacci(int n)

{

A

if (n ==
return

else if (
return

else
return ( Fibonacci(n -1) + Fibonacci(n -2) );

= B OO

I

}
Python

def fib(n):
if n ==
return 0O
elif n ==
return 1
else:
return fib(n -1) + fib(n -2)

Stevila = [1., 2, 3, 4, 5] # seznam 3tevil
[8tevilo**2 for Stevilo in Stevila if Stevilo>3]

[16, 25]

Python omogoca visok nivo abstrakcije in zato abstraktno kodo. Sedaj si bomo pogledali
primer kode Python:

Stevila = [1, 2, 3, 4, 5] # seznam Stevil
[8tevilo for Stevilo in Stevila if Stevilo’%2]
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Ceprav v tem trenutku Se nimamo dovolj znanja, poskusimo razumeti/prebrati:

1. prva vrstica definira seznam stevil; vse kar sledi znaku # pa predstavlja komentar
2. rezultat druge vrstice je seznam, kar definirata oglata oklepaja; znotraj oklepaja beremo:
o vrni §tevilo za vsako (for) Stevilo v (in) seznamu Stevila, Ce (if) je pri deljenju
Stevilo z 2 ostanek 1.
Vidimo, da je nivo abstrakcije res visok, saj smo potrebovali veliko besed, da smo pojasnili
vsebino!
Poglejmo rezultat:

Stevila = [1, 2, 3, 4, 5] # seznam Stevil
[8tevilo for 8tevilo in &tevila if Stevilo%2]

1, 3, 5]

Kratek pregled zacetkov nekaterih programskih jezikov:

e 1957 Fortran, * 1970 Pascal, * 1972 C

1980 C++, * 1984 Matlab, * 1986 Objective-C
1991 Python, * 1995 Java, * 1995 Delphi
2006 Rust, 2009 Go, 2012 Julia

1.2 Kdo se uci Python, zakaj ga uporabljati?

ZDA
Python je jezik, ki se ga mnajpogosteje ucijo na mnajboljsih Ameriskih univerzah.
Number of top 39 U.S. computer science departments

that use each language to teach introductory courses
30

25
20

10
5 H ] |
Python  Java MATLAB C C++  Scheme Scratch

Analysis dene by Philip Gue (www.pgbovine.net) in July 2014, last updated 2014-07-29

Na univerzi Berkeley v zacetku studijskega leta 2017/18 (ve¢ kot 1200 $tudentov pri predmetu
Data science, ki temelji na tehnologiji Jupyter notebook).

%/html

<blockquote class="twitter -tweet" data -lang="en"><p lang="en" dir="1ltr">First day
of class in Foundations of <a
href="https://twitter.com/hashtag/Datascience?src=hash">#Datascience</a> for <a
href="https://twitter.com/BerkeleyDataSci">@BerkeleyDataSci</a> - all materials at <a
href="https://t.co/yyoJbaKlnL">https://t.co/yyoJbaKlnlL</a> <a
href="https://t.co/J6DLAOVQT1">pic.twitter.com/J6DLAOVQT1</a></p>&mdash; Cathryn
Carson (@CathrynCarson) <a
href="https://twitter.com/CathrynCarson/status/900408152348270592">August 23,
2017</a></blockquote>

<script async src="//platform.twitter.com/widgets.js" charset="utf -8"></script>


https://cacm.acm.org/blogs/blog-cacm/176450-python-is-now-the-most-popular-introductory-teaching-language-at-top-us-universities/fulltext
https://youtu.be/xuNj5paMuow?t=13m18s
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First day of class in Foundations of #Datascience for @BerkeleyDataSci - all materials at
https://t.co/yyoJbaKlnL pic.twitter.com/J6DLAOVQTI
— Cathryn Carson (@QCathrynCarson) August 23, 2017

Python v zadnjih 10 letih pospeseno pridobiva na popularnosti in je danes eden od najboljsih
(IEEE Spectrum.) in tudi najpopularnejsih programskih jezikov (Why is Python Growing so
Quickly? in Python’s explosive growth).

1.3 Uporaba Pythona?

Nekatera mednarodna podjetja: Nasa, Google, Cern.

Nekatera podjetja v Sloveniji: Gorenje, Kolektor, Iskra Mehanizmi, Hidria, Mahle, Domel,
ebm-papst Slovenia, Efaflex...

Cedalje ve¢ programov, ki imajo vgrajeno skriptno podporo za Python: Abaqus, Ansys Wor-
kbench, MSC (Adams, SimXpert), MS Excel, ParaView, LMS Siemens, AVL.

Nekateri komercialni programi v Pythonu: BitTorrent, Dropbozx.

Obsirni seznam je tukaj.

1.4 Python vs Matlab

Matlab je bil v preteklosti pogosto poucevan na univerzah in imel tudi veliko uporabnikov v
industriji. Ze vrsto let je ekosistem Pythona za veéino opravil bistveno moénejse orodje. Na
spletu boste nasli ogromno primerjav, npr.: Python vs Matlab.

Kratka primerjave glede na vir:

Selected criteria:

Fortran | C | C++ | Matlab | Python
performance + + | + o o
object orientation - - - - +
exceptions - - + - +
open source - + - +
easy to learn o+ o| o— + +
legend:
+ = good/yes
o = 50-S0
- = poor/no

Sintaksa je nac¢eloma zelo podobna. Pomembna razlika je, da se indeksi pri Matlabu zacnejo
z 1, v Pythonu pa z 0.

Ce ste mlajsi od 25-30 let, preostanek te celice verjetno lahko preskodite.

Ce niste, ste se verjetno ucili Matlab in se sprasujete zakaj je v vasem klubu ¢edalje manj
¢lanov. Verjetno je Cas za prehod na Python; tukaj prispevek, ki vam lahko pomaga: MATLAB
vs Python: Why and How to Make the Switch.

1.5 Namestitev Pythona

Pojdite na www.python.org ter namestite Python; izberite najnovejso razlicico (trenutno 3.14)
(64 bit). Pri tem sledite pripravljenim video navodilom.


https://twitter.com/hashtag/Datascience?src=hash
https://twitter.com/BerkeleyDataSci
https://t.co/yyoJbaKlnL
https://t.co/J6DLd0VQTl
https://twitter.com/CathrynCarson/status/900408152348270592
https://spectrum.ieee.org/top-programming-languages/#toggle-gdpr
https://stackoverflow.blog/2017/09/14/python-growing-quickly/
https://stackoverflow.blog/2017/09/14/python-growing-quickly/
https://www.techrepublic.com/article/programming-languages-pythons-growth-is-absolutely-explosive-says-anaconda-ceo-and-not-slowing-down/
https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_Python_software
https://realpython.com/matlab-vs-python/
http://www.southampton.ac.uk/~fangohr/training/python/pdfs/Python-for-Computational-Science-and-Engineering-slides.pdf
https://realpython.com/matlab-vs-python/
https://realpython.com/matlab-vs-python/
https://www.python.org/downloads/
https://youtu.be/PWSombIVVDw
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1.5.1 Uporaba githuba repozitorija in posodobitve

Ta knjiga se vedno dopolnjuje, zadnja verzija je dosegljiva na:
e v izvorni obliki na naslovu github.com/jankoslavic/pynm,
v spletni obliki na naslovu https://jankoslavic.github.io/pynm.

Najbolje je za sinhronizacijo s spletnim repozitorijem uporabljati kaksnega od Git klientov,
npr. GitHub Desktop ali znotraj Visual Studio Code (predstavljen v nadaljevanju). Git je sicer
zelo moc¢no orodje in skupini razvojnikov omogoca relativno enostavno delo na isti kodi in kontrolo
nad razlicnimi verzijami datotek.

1.5.2 Visual Studio Code

3¢ Visual Studio Code  Docs Updates Blog APl Extensions FAQ  GitHub Copilot D O Search Docs

Version 1.94 is now available! Read about the new features and fixes from September.

Code faster with Al

Visual Studio Code with GitHub Copilot supercharges your
code with Al-powered suggestions, right in your editor.

Download for Windows Try GitHub Copilot

Pri tem predmetu bomo v glavnem programirali v Jupyter Lab/Notebooku znotraj Visual Stu-
dio Code - VSC, kar nam omogoca zelo u¢inkovito programiranje ob uporabi polno formatiranega
besedila in interaktivnih prikazov. Za namestitev VSC sledite pripravljenim video navodilom.

Kadar zelimo programirati obseznejSe in bolj splosno uporabne pakete ter namenske pro-
grame, pa se ponavadi posluzimo se drugih funkecij, ki nam jih razvojno okolije (angl. integrated
development environment - IDE) VSC ponuja. V zadnjem obdobju VSC, zaradi hitrosti, eno-
stavnosti uporabe in razsirljivosti, pridobiva na priljubljenosti. Kako nam lahko VSC pomaga
pri programiranju odli¢no prikaze video posnetek na temo produktivnosti z VSC.

1.5.3 Namescanje dodatkov in posodobitev

Na pypi.org se nahaja veliko razliénih paketov! Namestimo jih iz ukazne vrstice* (angl. command
prompt) z ukazom pip.
* Ukazno vrstico priklicete v operacijskem sistemu Windows tako, da kliknite "Start" in
napisite "command prompt" ter pritisnete "enter" ali pa odprete terminal znotraj VSC (video).
Podrobnosti namesc¢anja dodatkov si bomo pogledali naslednji¢. Da boste imeli zadnjo verzijo
paketov, izvedite naslednje:

1. Odprite ukazno vrstico,
2. sprozite ukaz za posodobitev paketov, ki jih bomo potrebovali tekom predmeta:

pip install numpy scipy matplotlib sympy requests jupyter - —upgrade

1.6 Jupyter notebook (Jupyter lab)

Jupyter notebook je interaktivno okolje, ki deluje kot spletna aplikacija in se lahko uporablja z
razlicnimi programskimi jeziki (npr. Python, Julia, R, C, Fortran ... iz prvih treh je nastalo tudi
ime JuPyt[e|R).
Jupyter notebook je najlazje preizkusiti tukaj: try.jupyter.org ali colab.research.google.com.
Jupyter notebook zazenemo (v poljubni mapi) iz ukazne vrstice ali iz Raziskovalca/Explorerja
z ukazom: jupyter notebook,


https://github.com/jankoslavic/pynm/
https://jankoslavic.github.io/pynm/
https://desktop.github.com
https://code.visualstudio.com/
https://code.visualstudio.com/
https://youtu.be/PWSombIVVDw&t=40
https://www.youtube.com/watch?v=6YLMWU-5H9o
https://pypi.org
https://youtu.be/PWSombIVVDw&t=146
https://jupyter.org/
https://try.jupyter.org/
https://colab.research.google.com
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ali znotraj VSC kot je predstavljeno v posnetku.
Opombe:

e s sprozitvijo jupyter lab pridemo do nadgradnje jupyter notebook okolja (rahlo bolj
zahtevno okolje, vendar bistveno bolj napredno okolje),

 tukaj predpostavimo, da je pot do datoteke jupyter[.exe] dodana v spremenljivke okolja (in
jo lahko prozite iz ukazne vrstice v poljubni mapi),

e Ce zelite ukazno vrstico sproziti v poljubni mapi, potem v explorerju pridrzite shift in
kliknite mapo z desnim gumbom; nato izberite Odpri ukazno vrstico tukaj / Open command
window here.

Do Jupyter streznika dostopamo prek spletnega brskalnika. Najprej se vam prikaze seznam
map in datotek do katerih lahko dostopate v okviru mape, v kateri ste sprozili ukaz jupyter
notebook. Nato poiscite v desnem kotu zgoraj ikono new in nato kliknite Python 3. S tem boste
zagnali vas prvi Jupyter notebook (v okviru jedra Python). Najdite ukazno vrstico in na desni
strani kliknite na Help in nato User interface tour. Poglejte si Se Help/Keyboard shortcuts.

Jupyter notebook je sestavjen iz t. i. celic (angl. cell).

Celica ima dve stanji:

o Ukazno stanje / Command mode: v to stanje se vstopi s pritiskom [escape],
o Stanje za urejanje / Edit mode v to stanje se vstopi s pritiskom [enter].

V obeh primerih se celico izvrsi s pritiskom [shift + enter].
Celice so lahko razlicnega tipa; tukaj bomo uporabljali dva tipa:

o Code: v tem primeru celica vsebuje programsko kodo (bliznjica v ukaznem stanju je tipka
v,

e Markdown: v tem primeru celica vsebuje besedilo oblikovano po standardu Markdown
(bliznjica v ukaznem stanju je tipka [m]).

1.6.1 Markdown

Jupyter notebook omogoca zapis v nac¢inu markdown, ki ga je v letih 2003-2004 predstavil John
Gruber. Namen markdowna je, da se pisec osredotoca na vsebino, pri tem pa za oblikovanje
uporablja nekaj preprostih pravil. Pozneje se markdown lahko prevede v spletno obliko, v pdf
(npr. prek LaTeX-a) itd. Bistvena pravila (vezana predvsem na uporabu na Githubu) so podana
tukaj; spodaj jih bomo na kratko ponovili.

Naslove definiramo z znakom #:

e # pomeni naslov prve stopnje,

e ## pomeni naslov druge stopnje itd*.

* Ce pogledate kodo opazite, da se znak \ pojavi pred znakom # zato, da se prikaze sam znak
# in ne uporabi njegovo funkcijo za naslov prve stopnje. Podobno je tudi pri drugih posebnih
znakih.

Oblikovanje besedila definirajo posebni znaki; ¢e zelimo besedo (ali ve¢ besed) v posevni obliki,
moramo tako besedilo vstaviti med dva znaka *: tekst v stanju za urejanje v obliki *primer* bi
se prikazal kot primer.

Pregled simbolov, ki definirajo obliko:

e poSevno:*


https://youtu.be/PWSombIVVDw&t=227
https://daringfireball.net/projects/markdown/
https://daringfireball.net/projects/markdown/
https://help.github.com/articles/basic-writing-and-formatting-syntax/
https://help.github.com/articles/basic-writing-and-formatting-syntax/
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o krepko: **

o ~~precrtano~~: ~~
e simbol: ¢
e funkcije:
e blok kode: “‘

Opomba: za primer bloka kode Python glejte uvodno poglavje, primer Fibonacci.

V okviru markdowna lahko uporabljamo tudi LaTeX sintakso. LaTeX je zelo zmogljiv sistem
za urejanje besedil; na Fakulteti za strojnistvo, Univerze v Ljubljani, so predloge za diplom-
ske naloge pripravljene v LaTeXu in Wordu. Tukaj bomo LaTeX uporabljali samo za pisanje
matematic¢nih izrazov.

Poznamo dva nacina:

14

o vrsti¢ni na¢in (angl. inline): se zac¢ne in konéa z znakom \, primer :a3=\sqrt{365}$,
 blokovni na¢in (angl. block mode): se za¢ne in konca z znakoma \
, primer: $$\sum F=m\,\ddot{x}$$, kar se izrise kot:

Y F=mi (1.2)

Zgoraj smo ze uporabljali sezname, ki jih za¢nemo z znakom * v novi vrstici:
e lahko pisemo sezname

— 7z veC nivoji

* 3. nivo

— 2. nivo
e lahko pisemo posevno
e lahko pisemo krepko.
Ce Zelimo osteviléene sezname, zaénemo z “1.” nato pa nadaljujemo z “1.”:
1. prvi element
2. drugi
3. naslednji ...
V dokument lahko vkljué¢imo tudi html sintakso (angl. Hypertext Markup Language ali po

slovensko jezik za oznacevanje nadbesedila). V markdownu najenostavneje vklju¢imo slike.

Uporabimo:

I [Ladisk (to je opcijski opis slike)](./fig/ladisk.png)

FS

UNIVERSITY | Faculty of
OF LJUBL]JANA | Mechanical Engineering

wu'»w Ladisk.si

_IWWWW_

Za prikaz:


http://lab.fs.uni-lj.si/ladisk/?what=incfl&flnm=latex.php
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Vklju¢imo lahko tudi zunanje vire (npr. video posnetek iz Youtube). Ker gre za morebitno
varnostno tveganje, tega ne naredimo v celici tipa markdown kakor zgoraj, ampak v celici tipa
code, pri tem pa uporabimo t. i. magi¢ni ukaz (angl. magic) %%html, ki definira, da bo celoten
blok v obliki html sintakse (privzeto so celice tipa code Python koda):

%fhtml
<iframe width="560" height="315" src="https://www.youtube.com/embed/VLcPd07 -gnk"
frameborder="0" allowfullscreen></iframe>

Magi¢nih ukazov je v notebooku Se veliko (glejte dokumentacijo) in nekatere bomo spoznali
pozneje, ko jih bomo potrebovali!

Doslej smo ze veckrat uporabili sklicevanje na zunanje vire, to naredimo tako:

[Ime povezave] (naslov do vira)

Primer: [Spletna stran laboratorija Ladisk] (https://www.ladisk.si) se oblikuje
kot: Spletna stran laboratorija Ladisk.

V okviru markdowna lahko pripravimo preproste tabele. Priprava je relativno enostavna:
med besede enostavno vstavimo navpi¢ne znake | tam, kjer naj bi bila navpi¢na ¢rta. Po naslovni
vrstici sledi vrstica, ki definira poravnavo v tabeli.

Primer:

Ime | Masa [kg] | Visina [cm] |
S R

Lakotnik | 180 | 140 |

Trdonja | 30 | 70 |

Zvitorepec | 40 | 100 |

Rezultira v:

Ime Masa [kg] Visina [cm)]
Lakotnik 180 140
Trdonja 30 70
Zvitorepec 40 100
Opazimo, da dvopicje definira poravnavo teksta v stolpcu (levo :-, desno -: ali sredinsko

i=1).

1.7 Prvi program in PEP
Sedaj smo pripravljeni na prvi program napisan v Pythonu:

a=>5.0
print(a)

Program lahko zapisemo v poljubnem urejevalniku tekstovnih datotek (npr. Belezka/ Notepad)
in ga shranimo v datoteko ime.py.


http://ipython.readthedocs.io/en/stable/interactive/magics.html
https://www.ladisk.si
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prvi_program.py @

'Janko Slavic'

visina_valja =

print(visina_valja)

matrika = [[1, 2, 3],
[4, 5, 6],
[7, 8, 9]]

Primer kode v okolju Visual Studio Code:
To datoteko nato pozenemo v ukazni vrstici (predpostavimo, da je pot do datoteke python.exe
dodana v spremenljivke okolja, sicer glejte tale vir):

python ime.py
>>> 5.0

7 znaki >>> oznac¢imo rezultat, ki ga dobimo v ukazni vrstici.

Zgornji primer izvajanja Python programa predstavlja t. i. klasicni nacin poganjanja progra-
mov od zacetka do konca. Tukaj bomo bolj pogosto uporabljali t. i. interaktivni nacin, ko kodo
izvajamo znotraj posamezne celice tipa code:

a =50 # to je komentar
print(a) # izpiSe vrednost a

5.0

1.7.1 PEP - Python Enhancements Proposal

Python ima visoke standarde glede kakovosti in estetike. Ze zgodaj v razvoju jezika se je uveljavil
princip predlaganja izboljsav prek t. i. Python Enhancements Proposal (PEP na kratko).

PEPS

Eden od bolj pomembnih je PEPS, ki definira stil:

o zamik: 4 presledki,

e en presledek pri operatorju =, torej: a = 5 in ne a=5,

o spremenljivke in imena funkcij naj bodo opisne, piSemo jih s podértajem: §irina_valja =
5,

e za razrede uporabljamo t. i. format CamelCase.

e pri aritmeti¢nih operatorjih postavimo presledke po obcutku: x = 3*a + 4*b alix = 3 *
a+ 4 x b,

o za oklepajem in pred zaklepajem ni presledka, prav tako ni presledka pred oklepajem ob
klicu funkcije: x = sin(x), ne pax = sin( x ) alix = sin (%),

o presledek za vejico: range(5, 10) in ne range(5,10),

e brez presledkov na koncu vrstice ali v prazni vrstici,

e znotraj funkcije lahko ob¢asno dodamo po eno prazno vrstico,
e med funkcije postavimo dve prazni vrstici,


/prvi_program-aea916b558bd83629a39220a0fccf6f5.py
https://docs.python.org/3/using/windows.html#configuring-python
https://www.python.org/dev/peps/pep-0008/
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o vsak modul uvozimo (import) v loceni vrstici,
o mnajprej uvozimo standardne pythonove knjiznice, nato druge knjiznice (npr. numpy) in na
koncu lastne.

Opomba: moderna razvojna orodja nam pomagajo pri oblikovanju kode, ki ustreza PEP8 (v
VSC pritisnite ctrl4+shift+P ter napisite “Format document” in pritisnite enter)!

PEP20

PEP20 je naslednji pomemben PEP, ki se imenuje tudi The zen of Python, torej zen Pythona; to
so vodila, ki se jih poskusamo drzati pri programiranju. Tukaj navedimo samo nekatera vodila:

o Lepo je bolje kot grdo.

o Preprosto je bolje kot zakomplicirano.

¢ Premocrtno je bolje kot gnezdeno.

o Berljivost je pomembna.

e Posebni primeri niso dovolj posebni, da bi prekrsili pravilo

« Ce je implementacijo tezko pojasniti, je verjetno slaba ideja; ¢e jo je lahko, je mogoce dobra.

1.8 Osnove Pythona

1.8.1 Osnovni podatkovni tipi in operatorji

Dinamicno tipiziranje

Python je dinamic¢no tipiziran jezik. Tipi spremenljivk se preverjajo sele med izvajanjem, ne ob
zapisu kode. Posledi¢no nekatere operacije niso mogoce na nekaterih tipih oz. so prilagojene

tipu podatka (pozneje bomo na primer pogledali mnozZenje niza ¢rk). Tip se dolo¢i pri dodelitvi
vrednosti, poglejmo primer:

a=1# to je komentar: a je celo Stevilo (integer)
a

Tip prikazemo z ukazom type:

type(a)

int

Vrednost a lahko prepiSemo z novo vrednostjo:

a=1.0 # to je sedaj Stevilo s plavajoo vejico (float)

a # Ce "a’ tako zapiSemo v zadnji vrstici, se bo izpisala vrednost
1.0

type(a)

float

Za izpis vrednosti sicer lahko uporabimo tudi funkcijo print (), ki jo bomo podrobneje spo-
znali pozneje:

print(a)

1.0


https://www.python.org/dev/peps/pep-0020/

Poglavje 1. Uvod v Python 18

Dokumentacijo funkcije lahko kli¢emo s pritiskom [shift + tab]. Npr: napiSemo pri in priti-
snemo [shift + tab] ter se bo v pojavnem oknu prikazala pomo¢; ¢e pridrzimo [shift], se z dodatnim
pritiskom na [tab] prikaZe razsirjena pomo¢, z nadaljnjim dvojnim pritiskom [tab] (skupaj torej
4-krat) se pomo¢ prikaze v novem oknu.

Do pomo¢i dostopamo tudi, tako, da pred funkcijo postavimo ? (za pomo¢) ali ?? (prikaze
tudi izvorno kodo, ¢e je ta na voljo).

Primer:

?print
??print

Logi¢ni operatorji

Logi¢ni operatorji so (vir):
e or, primer: a or b; opomba: drugi element se preverja samo, ¢e prvi ni res,
e and, primer: a and b; opomba: drugi element se preverja samo, ¢e prvi je res,
e not, primer: not a; opomba: ne-logi¢ni operatorji imajo prednost: not a == b se inter-
pretira kot not (a == b).

Primerjalni operatorji

Primerjalni operatorji (vir):
e < manj kot,
e <= manj ali enako,
e > vecje kot,
e >= vecje ali enako,
e == enako,
e !=neenako,
e 1is istost objekta primerjanih operandov,
e is not ali operanda nista isti objekt.

Primer:

5 <6

True

Lahko naredimo niz logi¢nih operatorjev:
1<3<6<7
True

preverimo istost (ali gre za isti objekt):

a=1
a==1

True

Uporabimo Se logi¢ni operator:
1 <3 and 6 <7

True

1 < 3 and not 6 < 7


https://docs.python.org/3/library/stdtypes.html#boolean-operations-and-or-not
https://docs.python.org/3/library/stdtypes.html#comparisons
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False

Tukaj velja izpostaviti, da je v logi¢nih izrazih poleg False neresni¢na tudi vrednost O, None,
prazen seznam (ali niz, terka, ...); vse ostalo je True.
Poglejmo nekaj primerov:

1 and True

True

0 and True

0

(1,) and True

True

Podatkovni tipi za numeri¢éne vrednosti

Pogledali si bomo najbolj pogoste podatkovne tipe, ki jih bomo pozneje uporabili (vir):

e int za zapis poljubno velikega celega Stevila,
o float za zapis Stevil s plavajoco vejico,
e complex za zapis Stevil v kompleksni obliki.

Bolj podrobno bomo podatkovne tipe (natanénost zapisa in podobno) spoznali pri uvodu v
numericne metode.

Primeri:

celo_Stevilo = -2**x3000 # “*xx° predstavlja potencni operator
realno_Stevilo = 3.141592

kompleksno_sStevilo = 1 + 3j # "3j° predstavlja imaginarni del

Operatorji numeric¢nih vrednosti

Operatorji, razvrséeni po narasc¢ajoci prioriteti (vir):

—

e e el e
Ol W= O

© NSO N

X

LI T T

+ y vsota,

- yrazlika,

* y produkt,

/ y deljenje,

// y celostevilsko deljenje (rezultat je celo stevilo zaokrozeno navzdol),
% y ostanek pri celostevilskem deljenju,

-X negiranje,

+X nespremenjen,

abs(x) absolutna vrednost,
int (x) celo stevilo tipa int,

. C.

X

. float(x) realno stevilo tipa float,
. complex(re, im) kompleksno Stevilo tipa complex,

conjugate () kompleksno konjugirano stevilo,

. divmod(x, y) vrne par (x // y, x % y),
. pow(x, y) vrne x na potenco y,

16.

** y vrne x na potenco y.

Pri aritmeti¢nih operatorjih velja izpostaviti razlicico, pri kateri se rezultat priredi operandu
(vir). To imenujemo razsirjena dodelitev (angl. *augmented assignement).
Poglejmo si primer. Namesto:


https://docs.python.org/3/library/stdtypes.html#numeric-types-int-float-complex
https://docs.python.org/3/library/stdtypes.html#numeric-types-int-float-complex
https://docs.python.org/3/reference/simple_stmts.html#augmented-assignment-statements
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a=1

a =a+ 1 # priStejemo vrednost 1
a

2

lahko zapisemo:

a=1
a+=1

Operatorji na nivoju bitov

Operatorje na nivoju bitov bomo v inzenirski praksi redko uporabljali, vseeno jih navedimo po
naras¢ajoci prioriteti (vir):
e x | y ali na nivoju bitov x in y,
x § ekskluzivni ali (samo en, ne oba) na nivoju bitov x in y,
x & y bitni in na nivoju bitov x in y,
e x <<n premik bitov x za n bitov levo,
x >>n premik bitov x za n bitov desno,
e ~x negiranje bitov x.

Poglejmo si primer (vir):

a =21 # 21 v bitni obliki: 0001 0101
b=9 # 9 v bitni obliki: 0000 1001

a & b # 0000 0001 v bitni obliki predstavlja sStevilo 1 v decimalni

Prikazimo stevilo v bitni obliki:
bin(c)
'Obl’
1.8.2 Sestavljene podatkovne strukture

Niz (string)

Niz je sestavljen iz znakov po standardu Unicode. V podrobnosti se ne bomo spuscéali; pomembno
je navesti, da je Python od verzije 3 naprej naredil velik napredek (vir) in da lahko poljubne znake
po standardu Unicode uporabimo tako v tekstu, kakor tudi v programskih datotekah .py.

Niz se zacne in zakljuc¢i z dvojnim ” ali enojnim ’ narekovajem.

b = 'tekst' # b je niz (string)
b

'tekst'
Pri tem ni tezav z imeni, ki smo jih bolj vajeni:

\pi = 3.14


https://docs.python.org/3/library/stdtypes.html#bitwise-operations-on-integer-types
https://www.tutorialspoint.com/python/bitwise_operators_example.htm
https://docs.python.org/3/howto/unicode.html
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Znak 7 se v notebooku zapise, da napisemo \pi (imena so ponavadi ista kot se uporabljajo
pri zapisu v LaTeXu) in nato pritisnemo [tab].

Nekatere operacije nad nizi:

print('kratek ' + b) # seStevanje

print(3 * 'To je mnoZenje niza. ') # mnoZzenje niza

print('Celo Stevilo:', int('5') + int('5')) # pretvorba niza '5' v celo Stevilo

print ('Stevilo s plavajolo vejico:', float('5') + float('5')) # pretvorba niza '5' v

Stevilo s plavajoCo vejico

kratek tekst

To je mnoZenje niza. To je mnozZenje niza. To je mnoZenje niza.
Celo Stevilo: 10

Stevilo s plavajo&o vejico: 10.0

Terka (tuple)

Tuples (vir) ali po slovensko terke so seznami poljubnih objektov, ki jih lo¢imo z vejico in piSemo
znotraj okroglih oklepajev:

terka_1 = (1, 'programiranje', 5.0)
terka_1
(1, 'programiranje', 5.0)

Veckrat smo ze uporabili besedo objekt. Kaj je objekt? Objekte in razrede si bomo podrobneje
pogledali pozneje; zaenkrat se zadovoljimo s tem, da je objekt ve¢ kot samo i¢me za doloceno
vrednost; objekt ima tudi metode. Npr. drugi element je tipa str, ki ima tudi metodo replace
za zamenjavo ¢rk:

terka_1[1] .replace('r', '8")
'p8og8ami8anje’

Ce ima terka samo en objekt, potem jo moramo zakljuciti z vejico (sicer se ne lo¢i od objekta
v oklepaju):

terka_ 2 = (1,)
type (terka_2)

tuple

Terke lahko zapisemo tudi brez okroglih oklepajev:

terka_3 = 1, 'brez oklepajev', 5.

terka_3

(1, 'brez oklepajev', 5.0)

Do objektov v terki dostopamo prek indeksa (se zaénejo z 0):
terka_1[0]

1

Terke ni mogoce spreminjati (angl: immutable), elementov ne moremo odstranjevati ali
dodajati. Klicanje spodnjega izraza bi vodilo v napako:

terka_1[0] = 3
>>> TypeError: 'tuple' object does not support item assignment


https://docs.python.org/tutorial/datastructures.html#tuples-and-sequences
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Seznam (list)

Seznami (vir) se zapiSejo podobno kot terke, vendar se uporabijo oglati oklepaji:

seznam = [1., 2, 'd']
seznam
[1.0, 2, 'd']

Za razliko od terk, se sezname lahko spreminja:

seznam[0] = 10
seznam

[10, 2, 'a']

Seznami so spremenljivi (angl. mutable) in treba se je zavedati, da ime v bistvu kaze na
mesto v pomnilniku rac¢unalnika:

b = seznam
b
(10, 2, 'd'l

Sedaj tudi b kaze na isto mesto v pomnilniku.

Poglejmo, kaj se zgodi s seznam, ¢e spremenimo element seznama b:

bl0] =9
b

[9, 2, 'd']
seznam

(9, 2, 'd']

Ce zelimo narediti kopijo podatkov, potem moramo narediti tako:

b = seznam.copy()

b[0] = 99

b

[99, 2, 'd']
seznam

(9, 2, 'd']

Primer seznama seznamov:
matrika = [[1, 2, 3],
(4, 5, 6],
[7, 8, 911
matrika

(f1, 2, 31, (4, 5, 6], [7, 8, 9]]

Vet o matrikah bomo izvedeli pozneje.


https://docs.python.org/tutorial/datastructures.html#more-on-lists
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Izbrane operacije nad seznami

Tukaj si bomo pogledali nekatere najbolj pogoste operacije, za veé, glejte dokumentacijo.
Najprej si poglejmo dodajanje elementa:

seznam = [0, 1, 'test']
seznam.append('dodajanje elementa')
seznam

[0, 1, 'test', 'dodajanje elementa']

Potem vstavljanje na dolo¢eno mesto (z indeksom 1, ostali elementi se zamaknejo):

seznam. insert (1, 'na drugo mesto')
seznam

[0, 'nma drugo mesto', 1, 'test', 'dodajanje elementa']

Potem lahko doloceni element odstranimo. To naredimo s seznam.pop(i) ali del seznam[2].
Prvi na¢in vrne odstranjeni element, drugi samo odstrani element:

odstranjeni_element = seznam.pop(2) # odstani element z indeksom 2 in ga vrne
## podoben ulinek bi imel ukaz: del seznam[2]

print('seznam:', seznam)
print('odstranjeni element:', odstranjeni_element)
seznam: [0, 'na drugo mesto', 'test', 'dodajanje elementa']

odstranjeni element: 1

Z metodo .index(v) najdemo prvi element vrednosti v:
seznam

[0, 'na drugo mesto', 'test', 'dodajanje elementa']
seznam.index('test')

2

Zakaj uporabiti terko in ne seznama?

Terk ne moremo spreminjati, zato je njihova numeri¢na implementacija bistveno bolj lahka (v
numeri¢nem smislu) in spomin se lahko bolje izrabi. Posledi¢no so terke hitrejse od seznamov;
poleg tega jih ne moremo po nerodnosti spremeniti. Za Sirsi odgovor glejte vir.

Mnozice (Sets)
Mnozice so v principu podobne mnoZzicam kot jih poznamo iz matematike. Mnozice v Pythonu
(dokumentacija) za razliko od ostalih sestavljenih struktur:

¢ ne dovoljujejo podvojenih elementov in
» nimajo urejenega vrstnega reda (pomembno, npr. za pravilno uporabo v zankah).

Vredno je poudariti, da sta dodajanje in ugotavljanje pripadnosti elementa mnozici zelo hitri
operaciji.
Kreiramo jih z zavitimi oklepaji {} ali ukazom set ():

A={a', 4, 'a', 2, '2', 3, 3}
A

{2, 3’ 4’ ’al’ ’2|}


https://docs.python.org/tutorial/datastructures.html
http://getpython3.com/diveintopython3/native-datatypes.html#tuples
https://docs.python.org/tutorial/datastructures.html#sets
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Ce se zelimo v seznamu znebiti podvojenih elementov, je zelo enostaven nacin, da kreiramo
mnozico iz seznama;

B = set([6, 4, 6, 6])
B

{4, 6}

Uporabimo lahko tipi¢ne matemati¢ne operacije nad mnozicami:
B-A # elementi v B brez elementov, ki so tudi v A

{67

A | B # elementi v A ali B

{2, 3, 4, 6, 'a', 'z'}

A &%B # elementi v A in B

{4}

A~B # elementi v A ali B, vendar ne v obeh

{2’ 3’ 6, 'ali ’2|}

Slovar (dictionary)

Slovar (dokumentacija) lahko definiramo eksplicitno s pari kljuc¢ : wvrednost, lo¢enimi z vejico
znotraj zavitih oklepajev:

parametri = {'visina': 5.2, 'Sirina': 43, 'g': 9.81}
parametri

{'vi&ina': 5.2, 'Sirina': 43, 'g': 9.81}

Do vrednosti (angl. value) elementa dostopamo tako, da uporabimo kljué¢ (angl. key):
parametri['vigina']

5.2

Pogosteje uporabljamo metode:

e values(), ki vrne vrednosti slovarja,
e keys(), ki vrne kljuce slovarja,
o items(), ki vrne seznam terk (klju¢, vrednost); to bomo pogosto rabili pri zankah.

Primer:

parametri.items()

dict_items([('vi8ina', 5.2), ('Sirina', 43), ('g', 9.811)
Slovarje lahko spreminjamo; npr. dodamo element:

parametri['lega_tezisca']l = 99999
parametri

{'vi§ina': 5.2, 'Sirina': 43, 'g': 9.81, 'lega_tezisca': 99999}

Elemente odstranimo (podobno kot zgoraj pop odstrani in vrne vrednost del samo odstrani):
parametri.pop('lega_tezisca')

99999

parametri

{'visina': 5.2, 'Sirina': 43, 'g': 9.81}


https://docs.python.org/tutorial/datastructures.html#dictionaries
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Operacije nad sestavljenimi podatkovnimi strukturami

Vecina sestavljenih podatkovnih struktur dovoljuje sledece operacije (dokumentacija):

e x in s vrne True, Ce je kateri element iz s enak x, sicer vrne False,

e x not in s vrne False, Ce je kateri element iz s enak x, sicer vrne True,
e s + t sestavi s in t,

e s x nalin * s rezultira v n-krat ponovljen s,

e s[i] vrne i-ti element iz s,

e s[i:j] vrne s od elementa i (vkljuéno) do j (ni vkljucen),

e s[i:j:k] rezanje s od elementa i do j po koraku k,

e len(s) vrne dolzino s,

e min(s) vrne najmanjsi element iz s,

e max(s) vrne najvecji element iz s,

o s.index(x[, i[, j11) vrne indeks prve pojave x v s (od indeksa i do j),
e s.count(x) vrne Stevilo pojavitev elementa x.

Nekateri primeri:

'a' in 'abc' # in primerja ali je objekt v nizu, seznamu,...
True

Zgoraj smo imeli slovar parametri:

{'g': 9.81, 'visina': 5.2, 'Sirina': 43}

Preverimo, ali vsebuje element s kljucem Sirina:

'Sirina' in parametri

True

Stetje in rezanje sestavljenih podatkovnih struktur

Predpostavimo spodnji niz:
abeceda = 'abcldefghijklmnoprsstuvzz'

V Pythonu za¢nemo sSteti indekse z 0! Na spletu lahko najdete razprave o tem ali je
prav, da se indeksi zac¢nejo z 0 ali 1. Zakaj zaceti z 0 zelo lepo pojasni prof. dr. Janez Demsar v
knjigi Python za programerje (vir, stran 28) ali pa tudi prof. dr. Edsger W. Dijkstra v zapisu na
spletu.

Rezanje imenujemo operacijo, ko iz seznama izrezemo dolocene ¢lene.

Splosno pravilo je:

s[i:j:k]

kar pomeni, da se seznam s razreze od elementa i do j po koraku k. Ce katerega elementa
ne podamo potem se uporabi privzeta vrednost:

e i je privzeto 0, kar pomeni prvi element,
e j je privzeto len(s) (dolzina zaporedja), zato je vkljucen tudi zadnji element,
e k je privzeto 1.

Prvi znak je torej:
abeceda[0]

lal


https://docs.python.org/library/stdtypes.html#common-sequence-operations
https://ucilnica.fri.uni-lj.si/file.php/166/Python%20za%20programerje.pdf
http://www.cs.utexas.edu/users/EWD/transcriptions/EWD08xx/EWD831.html
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Prvi trije znaki so:

abecedal[:3]

'abc'

Od prvih 15 znakov, vsak tretji je:

abecedal[:15:3]

'acfil!

Zadnjih petnajst znakov, vsak tretji:

abecedal -15::3]

' jmpSv'

Ko Zelimo obrniti vrstni red, lahko to naredimo tako (beremo od zacetka do konca po koraku
-1, kar pomeni od konca proti zacetku s korakom 1):

abecedal:: -1]

'ZzvutSsrponmlkjihgfedcécba'’

1.8.3 Kontrola toka programa

Pogledali si bomo nekatera osnovna orodja za kontrolo toka izvajanja programa (dokumentacija).

Stavek if
Tipi¢na oblika stavka if (dokumentacija):

if pogoj0:
print ('Izpolnjen je bil pogoj0')
elif pogojl:
print ('Izpolnjen je bil pogojl')
elif pogoj2:
print('Izpolnjen je bil pogoj2')
else:
print ('Noben pogoj ni bil izpolnjen')

Primer:

a==6

if a > b:
print('a je veC od 5') # se izvede, Ce je pogoj res.
print(13x' -')

a je ve¢ od 5

Zgoraj smo funkcijo print zamaknili, saj pripada bloku kode, ki se izvede v primeru a >5.
Nekateri programski jeziki kodo znotraj bloka dajo v zavite ali kaksne druge oklepaje in dodatno
se zamikajo. Pri Pythonu se samo zamikajo. Zamik je tipicno 4 presledke. Lahko je tudi
tabulator (manj pogosto), vendar pa smemo v eni datoteki .py uporabljati le en na¢in zamikanja.

Stavke lahko zapisemo tudi v eno vrstico, vendar je taka uporaba odsvetovana, saj zmanjsuje
preglednost kode:

if a > 5: print('taka oblika je odsvetovana'); print(40*' -'); print('uporaba
podpi¢ja namesto nove vrstice')

taka oblika je odsvetovana

uporaba podpicja namesto nove vrstice


https://docs.python.org/tutorial/controlflow.html
https://docs.python.org/tutorial/controlflow.html#if-statements
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Izraz if

Poleg stavka if ima Python tudi izraz if (angl. ternary operator, glejte dokumentacijo).
Sintaksa je:

[izvedi, Ce je True] if pogoj else [izvedi, Ce je False]
Preprost primer:

'Je res' if 5==3 else 'Ni res'

'Ni res'

If izrazi so zelo uporabni in jih bomo pogosto uporabljali pri izpeljevanju seznamov!

Zanka while

Sintaksa zanke while (dokumentacija) je:

while pogoj:

[koda za izvajanje]
else:

[koda za izvajanjel

Pri tem je treba poudariti, da je del else opcijski in se izvede ob izhodu iz zanke while. Ukaz
break prekine zanko in ne izvede else dela. Ukaz continue prekine izvajanje trenutne kode in
gre takoj na testiranje pogoja.

Preprost primer:

a=20

while a < 3:
print(a)
a +=1

else:
print(' - -")

0

1

2

Zanka for

V Pythonu bomo zelo pogosto uporabljali zanko for (dokumentacija). Sintaksa je:

for element in seznam_z_elementi:
[koda za izvajanjel

else:
[koda za izvajanjel

Podobno kakor pri while je tudi tukaj else del opcijski.
Poglejmo primer:

imena = ['Jaka', 'Miki', 'Luka', 'Anja'l
for ime in imena: # tukaj se skriva prirejanje; ~“ime’ " vsakic¢ pridobi novo vrednost
print (ime)

Jaka
Miki
Luka
Anja


https://docs.python.org/faq/programming.html#is-there-an-equivalent-of-c-s-ternary-operator
https://docs.python.org/reference/compound_stmts.html#the-while-statement
https://docs.python.org/3/tutorial/controlflow.html#for-statements
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Zelo uporabno je zanke delati ¢ez slovarje:

print('Slovar je:', parametri)
for key, val in parametri.items():
print(key, '=', val)

Slovar je: {'vigina': 5.2, 'Sirina': 43, 'g': 9.81}
visSina = 5.2

Sirina = 43

g = 9.81

Izpeljevanje seznamov

Pri programiranju se pogosto srecujemo s tem, da moramo izvajati operacije na posameznem
elementu seznama. Predhodno smo ze spoznali zanko for, ki jo lahko uporabimo v takem primeru.
Oglejmo si primer, kjer izra¢cunamo kvadrat Stevil:

seznam = [1, 2, 3] # izvorni seznam
rezultat = [] # pripravimo prazen seznam v katerega bomo dodajali rezultate
for element in seznam:
rezultat.append(element**2)
rezultat

[1, 4, 9]

Mnogo enostavneje lahko isti rezultat dosezemo s t. i. izpeljevanjem seznamov (angl. list
comprehensions, glejte dokumentacijo).
Zgornji primer bi bil:

2, 3] # izvorni seznam

seznam = [1,
= [element**2 for element in seznam] # <<< na desni strani = je izpeljevanje

rezultat
seznamov
rezultat

(1, 4, 9]

Izpeljevanje seznamov predstavlja koda [element**2 for element in seznam], ki v bistvu
pove to, kar je napisano: izracunaj kvadrat za vsak element v seznamu. Da je rezultat seznam,
nakazujejo oglati oklepaji.

Izpeljevanje seznamov ima sledeco sintakso:

[koda for element in seznam]

in ima predvsem dve prednosti:

o preglednost / kompaktnost kode in

« malo hitrejSe izvajanje.

Preglednost /kompaktnost smo lahko ze presodili. Kako preverimo hitrost? Najlazje to nare-
dimo s t. i. magi¢nim ukazom %%timeit, torej meri Cas (glejte dokumentacijo); spodaj bomo
uporabili blokovni magi¢ni ukaz (oznacuje ga %%):

%htimeit -n1000

kjer parameter -n1000 omejuje merjenje ¢asa na 1000 ponovitev.
Najprej daljsi nacin:

seznam = range (1000)


https://docs.python.org/tutorial/datastructures.html#list-comprehensions
http://ipython.readthedocs.io/en/stable/interactive/magics.html#magic-timeit
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%htimeit -n1000

rezultat = []

for element in seznam:
rezultat.append(element**2)

52.3 \mus \pm 1.1 \mus per loop (mean \pm std. dev. of 7 runs, 1,000 loops each)
Nato izpeljevanje seznamov (bolj pregledno in malenkost hitreje):

%%timeit -n1000
rezultat = [element**2 for element in seznam]

48.3 \mus \pm 1.33 \mus per loop (mean \pm std. dev. of 7 runs, 1,000 loops each)

Poglejmo si Se dva uporabna primera:

e uporabo izraza if za izracun nove vrednosti,
e uporabo izraza if, ¢e se nova vrednost sploh izracuna.

Pri izrac¢unu nove vrednosti izraz if vstavimo v del pred for:

seznam = [1, 2, 3]
[el+10 if el<2 else el**2 for el in seznam]

[11, 4, 9]

Pogosto pa za dolocene elemente izracuna sploh ne zelimo izvesti, v tem primeru izraz if
vstavimo za seznam:

[el**2 for el in seznam if el >1]

(4, 9]

Funkcija zip

Ko zZelimo kombinirati ve¢ seznamov v zanki, si pomagamo s funkcijo zip (dokumentacija); pri-
mer:

(1, 2, 3]
[10, 20, 30]

X

y

for xi, yi in zip(x, y):
print('Pari so: ', xi, 'in', yi)

Pari so: 1 in 10
Pari so: 2 in 20
Pari so: 3 in 30

Funkcija range

Pogosto bomo uporabljali zanko for v povezavi s funkcijo range (dokumentacija). Sintaksa je:

range (stop)
range(start, stop[, stepl)

Ce torej funkcijo klicemo z enim parametrom, je to stop: do katere stevilke nastevamo. V
primeru klica z dvema parametroma start, stop, nastevamo od, do! Tretji parameter je opcijski
in definira korak step.

Poglejmo primer:

for i in range(3):
print (i)

N =


https://docs.python.org/library/functions.html#zip
https://docs.python.org/tutorial/controlflow.html#the-range-function
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Funkcija enumerate

Zanko for pogosto uporabljamo tudi s funkcijo enumerate, ki elemente osteviléi (dokumentacija).
Poglejmo primer:

for i, ime in enumerate(imena):
print(i, ime)

0 Jaka
1 Miki
2 Luka
3 Anja

1.9 Za konec: plonk list :)

Veliko jih je; tukaj je povezava do enega.
Se nekaj branja: automatetheboringstuff.com.
In en twit:

J/ihtml

<blockquote class="twitter -tweet" data -lang="en"><p lang="en" dir="1tr">The most
important slide from my <a href="https://twitter.com/PyData">@PyData</a> talk. <a
href="https://t.co/Hc8j4ZpHV4">pic.twitter.com/Hc8j4ZpHV4</a></p>&mdash; Almar Klein
(Galmarklein) <a
href="https://twitter.com/almarklein/status/708909917684568064">March 13,
2016</a></blockquote>

<script async src="//platform.twitter.com/widgets.js" charset="utf -8"></script>

The most important slide from my @PyData talk. pic.twitter.com/Hc8j4ZpHV4
— Almar Klein (@Qalmarklein) March 13, 2016


https://docs.python.org/library/functions.html#enumerate
https://perso.limsi.fr/pointal/_media/python:cours:mementopython3-english.pdf
https://automatetheboringstuff.com/
https://twitter.com/PyData
https://t.co/Hc8j4ZpHV4
https://twitter.com/almarklein/status/708909917684568064
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Funkcije, izjeme, moduli

2.1 Funkcije

2.1.1 Funkcija print

print predstavlja eno od najbolj pogosto uporabljenih funkcij. Vse podane argumente izpise,
mednje da presledek, na koncu pa gre v novo vrstico.
Poglejmo primer:

print('prvi argument', 'drugi', '=', 5.)

prvi argument drugi = 5.0

Za bolj splosno uporabo glejmo dokumentacijo:

print(xobjects, sep=' ', end='\n', file=sys.stdout, flush=False)

kjer so argumenti:

o *objects predstavlja argumente, ki jih Zelimo izpisati (celovitost zvezdice bo jasna pri
obravnavi funkcij, spodaj),

 sep predstavlja delilni niz (angl. separator),

e end predstavlja zakljuéni niz,

o file predstavlja datoteko izpisa (sys.stdout predstavlja standard output, v konkretnem
primeru to pomeni zaslon oz. ukazna vrstica; pozneje bomo to spremenili),

o flush v primeru True izpis zakljudi (sicer lahko zaradi optimizacije ostane v medpolnilniku,
angl. buffer).

Pri argumentu end smo zgoraj uporabili t. i. izhodni znak (angl. escape character): \.

Namen izhodnega znaka je, da sledecemu znaku da poseben pomen, nekatere pogoste uporabe

S0:

\n vstavi prelomi vrstico,

\t vstavi tabulator,

\b izbrise zadnji znak backspace,

\’ izpiSe enojni narekovaj ’,

\” izpise dvojni narekovaj ”,

\\ prikaze izhodni znak (angl. backslash),

 \ na koncu vrstice: niz se nadaljuje v naslednji vrstici (brez znaka za novo vrstico).

Primer (kako ponavadi ne programiramo):

print(lpet’,let’, SeP=' _I, end='=’)
print('p:)")

pet -et=p:)

31


https://docs.python.org/library/functions.html#print
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In Se primer z izhodnimi znaki:

print('Nizi v Pythonu (po PEP8) naj ne bi bili dalj&i od 79 znakov. \
Razlog je v tem, da nam ni treba pomikati okna levo in desno. \

Da pa vseeno lahko napiSemo nize, ki so dalj$i od 79 znakov \
Uporabimo enojni delilni znak \\ (bodite pozorni na to, \

kako se izpige: \\)',)

Nizi v Pythonu (po PEP8) naj ne bi bili dalj$i od 79 znakov. Razlog je v tem, da nam
ni treba pomikati okna levo in desno. Da pa vseeno lahko napiSemo nize, ki so daljsi
od 79 znakov Uporabimo enojni delilni znak \ (bodite pozorni na to, kako se izpiSe:

\)

2.1.2 Oblikovanje nizov

Pri oblikovanju/formatiranju nizov imamo na voljo veé¢ orodij:

o f-niz (angl. f-string, f zaradi “formatirani”), dokumentacija,
e metoda .format (), dokumentacija,
o % oblikovanje, dokumentacija.

Poglejmo si primere:

a=23.14

print(f'pi = {a}") # f -niz
print('pi = {a}'.format(a = a)) # .format
print('pi = %(a)3.2f" % {'a': a}) # %

pi = 3.14
pi = 3.14
pi = 3.14

f-niz je implementiran od Python verzije 3.6 naprej (PEP 498) in predstavlja najbolj enostaven
nacin oblikovanja. Ostala nacina navajamo zgolj zato, da se bralec seznani z njimi in da naredimo
povezavo na dokumentacijo.

f-niz se vedno zacne s f pred prvim narekovajem in omogoca zelo splosno oblikovanje (glejte
dokumentacijo).

Vrednost, ki jo Zelimo znotraj niza oblikovati, damo v zavite oklepaje:

f'besedilo... {ime_argl:fmtl} ... besedilo...'

V zavitih oklepajih je:

e pred : podamo ime vrednosti, ki jo Zelimo oblikovati

e za : oblikujemo izpis spremenljivke; najpogosteje bomo uporabili fmt oblike:
— w.df - predstavitev s plavajoco vejico (float)
— w.de - predstavitev z eksponentom (exponent)

w.dg - splosni format (general)

— ws - niz znakov (string).

w predstavlja (minimalno) skupno Sirino, d pa Stevilo mest za decimalno piko.
Poglejmo si primer:

viSina = 1.84

ime = 'Marko'

tekst = f'{ime} je visok {viSina} m ali tudi: {viSina:e} m, {vi8ina:7.3f} m.'
tekst

'Marko je visok 1.84 m ali tudi: 1.840000e+00 m, 1.840 m.'

Podobno bi lahko naredili z metodo format in se sklicali na indeks argumenta:


https://docs.python.org/reference/lexical_analysis.html#f-strings
https://docs.python.org/library/stdtypes.html#str.format
https://docs.python.org/library/stdtypes.html#string-formatting-operations
https://www.python.org/dev/peps/pep-0498/
https://docs.python.org/reference/lexical_analysis.html#f-strings

Poglavje 2. Funkcije, izjeme, moduli 33

tekst = '{1} je visok {0} m ali tudi: {0:e} m, {0:7.3f} m.'.format(vi§ina, ime)
tekst

'Marko je visok 1.84 m ali tudi: 1.840000e+00 m, 1.840 m.'

Primer z uporabo slovarja:

parametri = {'visina': 5., 'gostota':100.111, 'ime uporabnika': 'Janko'}
f'viSina = {parametri["visina"]:7.3f}, gostota = {parametri["gostota"]:7.3el}'
'visina = 5.000, gostota = 1.001e+02'

Oblikovanje s fmt (angl. Format Specification Mini-Language) je izredno bogato. Del za
dvopi¢jem je v splosnem (glejte dokumentacijo):

[[£fill]align] [sign] [#] [0] [width] [grouping_option] [.precision] [type]

kjer so v oglatih oklepajih opcijski parametri (vsi so opcijski):

e fill je lahko katerikoli znak,

o align oznacuje poravnavo, moznosti: "<" | ">" | n=n | vn

o sign oznacuje predznak, moznosti: "+" | "=" | " "

e width definira minimalno skupno Sirino,

e grouping_option moznosti zdruzevanja, moznosti: "_" | ","

e precision definira Stevilo Stevk po decimalnem locilu,

o type definira, kako naj bodo podatki prikazani, moznosti: "b" | "c" | "d" | "e" | "E" | "£"
[ F | gt | MG | | ot | M | vt | MK | v

Besedili poravnavamo levo z "<", desno z ">" in sredinsko "". Primer sredinske/desne porav-

nave (Sirina 20 znakov):

f'{vig&ina:*720}' # pred ~ je znak s katerim zapolnimo levo in desno stran
Uskkokokokokokok ] | BAKK KKKk !
f'{parametri["visina"]:_>203}'

c =4 -2j
f'Kompleksno Stevilo {c} je sestavljeno iz realnega ({c.real}) \
in imaginarnega ({c.imag}) dela.'

'Kompleksno Stevilo (4 -2j) je sestavljeno iz realnega (4.0) in imaginarnega ( -2.0)
dela.'

Oblikovanje datuma, ure si lahko pogledate v dodatku spodaj.

2.1.3 Delo z datotekami

Delo z datotekami je pomembno, saj podatke pogosto shranjujemo v datoteke ali jih beremo iz
njih. Datoteko, iz katere Zelimo brati ali vanjo pisati, moramo najprej odpreti. To izvedemo z
ukazom open (dokumentacija):

open(file, mode='r', buffering= -1, encoding=None,
errors=None, newline=None, closefd=True, opener=None)

Od vseh argumentov je nujen samo file, ki definira pot do datoteke.
Argument mode je lahko:


https://docs.python.org/library/string.html#formatspec
https://docs.python.org/library/functions.html#open
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'r' za branje (read, privzeto),
e 'w' za pisanje (write, datoteka se najprej pobrise),

'x' za ekskluzivno pisanje; ¢e datoteka ze obstaja vrne napako,

e 'a' za dodajanje na koncu obstojece datoteke (append),

e 'b' binarna oblika zapisa,

o 't' tekstovna oblika zapisa (privzeto),

o '+' datoteka se odpre za branje in pisanje.

Zadnji trije znaki ('b', 't', '+') se uporabljajo v kombinaciji s prvimi tremi ('r', 'w', 'x").
Primer: mode='r+b' pomeni branje in pisanje binarne datoteke.

Podrobneje bomo spoznali samo branje in pisanje tekstovnih datotek.

Ostali (opcijski) argumenti funkcije open so podrobno opisani v dokumentaciji.

Privzeto je mode='r"' (0z. 'rt', ker je privzet tekstovni nacin), kar pomeni, da se datoteko
odpre za branje v tekstovni obliki.

Poglejmo si najprej pisanje v (tekstovno) datoteko (mode='w'):

datoteka = open('data/prikaz vpisa.txt', mode='w')

'data/prikaz vpisa.txt' predstavlja relativno pot (glede na mesto, kjer se poganja Jupyter
notebook) do datoteke.
Zapisimo prvo vrstico s pomocjo metode write:

datoteka.write('test prve vrstice\n')

18

Metoda write vrne §tevilo zapisanih znakov. Ce boste v tem trenutku pogledali vsebino
datoteke, je velika moznost, da je Se prazna. Razlog je v tem, da je vsebina Se v medpolnilniku,
ki se izprazni na disk samo obcasno ali ob zaprtju datoteke (razlog za tako delovanje je v hitrosti
zapisa na disk; za podrobnosti glejte dokumentacijo argumenta buffering funkcije open).

Zapisimo drugo vrstico:

datoteka.write('druga vrstica\n', )
14
Vpisimo sedaj Se nekaj stevilénih vrednosti:

for d in range(5):
datoteka.write(f'{d:7.2e}\t {d:9.4e}\n')

Datoteko zapremo:

datoteka.close()

Sedaj datoteko odpremo za branje in pisanje, mode="'r+":
datoteka = open('data/prikaz vpisa.txt', mode='r+')

Preverimo vse vrstice s for zanko; v spodnji kodi nam datoteka v vsakem klicu vrne eno
vrstico:

for line in datoteka:
print(line, end='")

test prve vrstice
druga vrstica

0.00e+00 0.0000e+00
1.00e+00 1.0000e+00
2.00e+00 2.0000e+00
3.00e+00 3.0000e+00

4.00e+00 4.0000e+00


https://docs.python.org/library/functions.html#open
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Pri uvodu v funkcijo print smo omenili argument file, ki definira datoteko, v katero se pise
(privzet je standardni izhod oz. zaslon). Ce kot argument file posredujemo datoteko, ki je
odprta za pisanje:

print('konec', file=datoteka)
datoteka.close()

se vsebina zapise v datoteko. Rezultat lahko preverite v datoteki!

Tukaj je lepa priloznost, da spoznamo stavek with (dokumentacija). Celovitost stavka with
presega namen tega predmeta, je pa zelo preprosta uporaba pri delu z datotekami, zato si poglejmo
primer:

with open('data/prikaz vpisa.txt') as datoteka:
for line in datoteka:
print(line, end='")

test prve vrstice
druga vrstica

0.00e+00 0.0000e+00
1.00e+00 1.0000e+00
2.00e+00 2.0000e+00
3.00e+00 3.0000e+00
4.00e+00 4.0000e+00
konec

Stavek with rezultat funkcije open shrani v (as) ime datoteka, potem pa za vsako vrstico
izpiSemo vrednosti. Pri izhodu iz stavka with se samodejno poklice metoda datoteka.close().
Stavek with nam torej omogoca pisanje pregledne in kompaktne kode.

2.1.4 Funkcije v splosnem

V Pythonu je veliko funkcij ze vgrajenih (glejte dokumentacijo); funkcije pa lahko tudi napisemo
sami ali jih uvozimo iz t. i. modulov (spodaj bomo uvozili datetime, ve¢ si bomo pogledali
pozneje).

Generi¢ni primer funkcije je (dokumentacija):

def ime_funkcije(parametri) :
'''docstring'"’
[koda]
return vsebina

Pri tem izpostavimo:

e def oznacuje definicijo funkcije,

e ime_funkcije imena funkcije po PEP8 piSemo z malo, vecbesedna povezemo s
podcrtajem,

e parametri parametri funkcije, ve¢ bomo povedali spodaj,

o docstring (opcijsko) dokumentacija funkcije,

¢ [koda] koda funkcije,

o return (opcijsko) ukaz za izhod iz funkcije, kar sledi se vrne kot rezultat (¢e ni return ali
po return ni nicesar, se vrne None)

Primer preproste funkcije:

def povr§ina(dolZina, Sirina):
S = dolzina * Sirina
return S

povrsina(l, 20)

20


https://docs.python.org/reference/compound_stmts.html#with
https://docs.python.org/library/functions.html
https://docs.python.org/tutorial/controlflow.html#defining-functions
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2.1.5 Posredovanje argumentov v funkcije

Python pozna dva nacdina posredovanja argumentov:

o glede na mesto (positional)
e glede na ime.

Poglejmo si oba nacina na primeru:

povrsina(3, 6) # pozicijsko

18

povr§ina(8irina = 3, dolZina = 6) # glede na ime

18

Priporoceno je, da argumente posredujemo z imenom; s tem zmanjSamo moznost napake!
Ce ne podamo imena, potem se privzame ime glede na vrstni red argumentov; primer:
povr§ina(3, Sirina=4)

12

V kolikor mesamo pozicijsko in poimensko posredovanje argumentov, morajo najprej biti

navedeni pozicijski argumenti, Sele nato poimenski. Pri tem poimenski ne sme ponovno
definirati pozicijskega; ker je dolZina prvi argument, bi klicanje take kode:

povrsina(3, dolzina=4)

povzrocilo napako.

Primer dobre prakse pri definiranju argumentov

Pogosto funkcije dopolnjujemo in dodajamo nove argumente ali pa stevilo argumentov funkciji
sploh ne moremo vnaprej definirati!
Python s tem nima tezav. Argumente, ki niso eksplicitno definirani obvladamo z:
e x[ime0] terka [imeO] vsebuje vse pozicijske argumente, ki niso eksplicitno definirani,
e xx[imel] slovar [imel] vsebuje vse poimenske argumente, ki niso eksplicitno definirani.
Poglejmo primer:
def neka_funkcija(student, izpit = True):

'"'"'" Prva verzija funkcije'''
print (f'Student {student} se je prijavil na izpit: {izpit}.")

neka_funkcija('Janez', izpit=True)
Student Janez se je prijavil na izpit: True.

Sedaj pa pripravimo drugo, nadgrajeno, verzijo (omogoca enako uporabo kot prva verzija):

def neka_funkcija(*terka, **slovar):
''' Druga verzija funkcije '''
student = terkal[0]
izpit = slovar.get('izpit', True) # True je privzeta vrednost
izpisi_sliko = slovar.get('izpisi_sliko', False) # False je privzeta vrednost

print (f'Student {student} se je prijavil na izpit: {izpit}.')
if izpisi_sliko:
print('slika:)"')
neka_funkcija('Janez', izpit=True)
Student Janez se je prijavil na izpit: True.
neka_funkcija('Janez', izpit=True, izpisi_sliko=True, neobstojeli_argument='ni')

Student Janez se je prijavil na izpit: True.
slika:)



Poglavje 2. Funkcije, izjeme, moduli 37

Posredovanje funkcij kot argument

Tukaj bi zeleli izpostaviti, da so argumenti lahko tudi druge funkcije.
Poglejmo si primer:

def oblika_a(vrednost):
return f'Prikaz vrednosti: {vrednost}'

def oblika_b(vrednost):
return f'Prikaz vrednosti: {vrednost:3.2f}'

def izpis(oblika, vrednost):
print (oblika(vrednost))

Imamo torej dve funkciji oblika_a in oblika_b, ki malenkost drugace oblikujeta numeri¢no
vrednost.
Poglejmo uporabo:

izpis(oblika_a, 3)
Prikaz vrednosti: 3
izpis(oblika_b, 3)

Prikaz vrednosti: 3.00

2.1.6 Docstring funkcije

docstring je neobvezen del definicije funkcije, ki dokumentira funkcijo in njeno uporabo. Iz tega
staliS¢a je zelo priporoceno, da ga uporabimo.
Dokumentacija za docstring navaja bistvene elemente:
e prva vrstica naj bo kratek povzetek funkcije,
o Ce je vrstic vec, naj bo druga prazna (da se vizualno loé¢i prvo vrstico od preostalega teksta),
o uporabimo tri narekovaje (dvojne ” ali enojne ’), ki oznacujejo veévrstiéni niz érk.

Primer dokumentirane funkcije:

def povrSina(dolZina = 1, Sirina = 10):
""" Tzracun povrSine pravokotnika

Funkcija vrne vrednost povrSine.
Argumenti:
dolzina: dolZina pravokotnika

Sirina: Sirina pravokotnika

return dolZina * Sirina

Primer klica s privzetimi argumenti (med klicem funkcije lahko s pritiskom [shift]+[tab] do-
stopamo do pomo¢i):

povrsina()

10


https://docs.python.org/tutorial/controlflow.html#documentation-strings
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2.1.7 Lokalna/globalna imena

Preprosto vodilo pri funkcijah je: funkcija vidi ven, drugi pa ne vidijo noter. Funkcija ima
notranja imena, ki se ne prekrivajo z istimi imeni v drugih funkcijah.
Poglejmo si primer:

zunanja = 3
def prva():
notranja = 5
print(f'Tole je zunanja vrednost: {zunanja}, tole pa notranja: {notranja}')
prva()
Tole je zunanja vrednost: 3, tole pa notranja: 5

Ker ime notranja zunaj funkcije prva ni definirano, bi klicanje:

notranja

zunaj funkcije vrnilo napako (v funkcijo ne vidimo).
Tukaj velja omeniti, da je posredovanje zunanjih imen v funkcijo mimo argumentov
funkcije odsvetovano.

2.1.8 return

Ukaz return vrne vrednosti iz funkcije. Doslej smo spoznali rezultate v obliki ene spremenljivke;
ta spremenljivka pa je lahko tudi terka.
Poglejmo si primer:

def vrnem_terko():
return 1, 2, 3 # to je ekvivalenten zapis za terko: (1, 2, 3)

vrnem_terko ()
1, 2, 3)
Rezultat funkcije lahko ujamemo tako:

rezultat = vrnem_terko()
rezultat

1, 2, 3)
Ali tako, da vrednosti razpakiramo (to sicer velja v splosnem za terke):

i1, i2, i3 = vrnem_terko()
il # izpis samo ene vrednosti

1

2.1.9 Anonimna funkcija/izraz

Anonimna funkcija (glejte dokumentacijo) je funkcija, kateri ne damo imena (zato je anonimna),
ampak jo definiramo z ukazom lambda. Tipi¢na uporaba je:

lambda [seznam parametrov]: izraz
lambda funkcijo si bomo pogledali na primeru razvrsc¢anja:

seznam = [ -4, 3, -8, 6]


https://docs.python.org/tutorial/controlflow.html#lambda-expressions
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od najmanjse do najvecje vrednosti. To lahko izvedemo z vgrajeno metodo sort (dokumen-
tacija):

sort(*, key=None, reverse=False)

Metoda ima dva opcijska argumenta:

o key klju¢, po katerem razvrstimo elemente
e reverse, Ce je False, se med vrednostmi kljuca uporabi < sicer >.

Opomba: list.sort() izvede razvrscanje na obstoje¢em seznamu in ne vrne seznama. Funk-
cija sorted() (glejte dokumentacijo) pa vrne seznam urejenih vrednosti.

Poglejmo primer:

seznam = [ -4, 3, -8, 6]

seznam.sort ()

seznam

[_8’ _4’ 3, 6]

Sedaj uporabimo klju¢, kjer se bo za primerjavo vrednosti razvrs¢anja uporabila kvadratna
vrednost:

seznam.sort (key = lambda a: a**2)
seznam

[3’ _4: 65 _8]

2.2 Obravnavanje izjem

Pri programiranju se relativno pogosto pojavijo izjeme; na primer: deljenje z nic.

1/0
ZeroDivisionError Traceback (most recent call last)
<ipython -input -50 -05c¢9758a9c21> in <module>()

---->11/0
ZeroDivisionError: division by zero

V primeru izjeme Python opozori na to in prekine izvajanje. Ni dobro, da se program prekine
ali zrusi; iz tega razloga bi zgornjo situacijo programer zacetnik verjetno reseval s stavkom if.
Taksen pristop pa ni preve¢ uporaben niti splosen in zato je v ve¢ini modernih programskih jezikih
uveljavljeno obravnavanje izjem.

Pogledali si bomo nekatere osnove, ki bodo studentom predvsem olajSale branje in razume-
vanje kod drugih avtorjev.

Izjeme obvladujemo s stavkom try:

try:
[koda0]
except:
[koda1ll
finally:
[koda2]

V stavki try se except izvede, ¢e se v kodi [kodaO] pojavi izjema, finally je opcijski in se
izvede v vsakem primeru ob izhodu iz stavka try.
Poglejmo primer, ko enostavno nadaljujemo z izvajanjem:


https://docs.python.org/3/library/stdtypes.html#list.sort
https://docs.python.org/3/library/stdtypes.html#list.sort
https://docs.python.org/3/library/functions.html#sorted
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try:
1/0
except:

pass

Ukaz pass uporabimo, ko sintaksa zahteva stavek (kodo) za izvajanje, vendar ne zelimo no-
benega ukrepa (glejte dokumentacijo).
S pomocjo except lahko lovimo tudi razli¢ne izjeme, to naredimo tako:

try:
1/0
except ZeroDivisionError:
print('Deljenje z ni€lo!') # ali kak3na druga akcija
except:
print ('Nepricakovana napaka.') # odsvetovano; dobro je predvideti napako!

Deljenje z niclo!
Sedaj uporabimo isto kodo za primer deljenja Stevila z nizom:

try:
1/'to pa ne gre'
except ZeroDivisionError:
print('Deljenje z niélo!') # ali kaksna druga akcija
except:
print ('Nepriakovana napaka.') # odsvetovano; dobro je predvideti napako!

Nepricakovana napaka.

2.2.1 ProzZenje izjem

Izjeme pa lahko tudi sami prozimo; to naredimo z ukazom raise (dokumentacija).
Primer prozenja napake je:

raise Exception('Opis izjeme')
preprost, vendar celovit, primer, ko bi pricakovali, da je ime_osebe tipa str:

ime_osebe = 1
try:
if type(ime_osebe) != str:
raise Exception(f'Ime ni pricakovanega tipa “str™.')
except Exception as izjema:
print (izjema)

Ime ni pricakovanega tipa “str’.

2.3 Osnove modulov

7 moduli lahko na enostaven naéin uporabimo ze napisano kodo. Preprosto povedano, moduli
nam v Pythonu omogocajo relativno enostavno ohranjanje preglednosti in reda. Ponavadi v modul
zapakiramo neko zakljuéeno funkcijo, skupino funkeij ali npr. objekt (pozneje bomo spoznali, kaj
je objekt).

Za podroben opis uvazanja modulov glejte dokumentacijo.

V mapi moduli se nahaja datoteka prvi_modul.py, ki ima sledeco vsebino:

def kvadrat(x=1):
return x**2


https://docs.python.org/tutorial/controlflow.html#pass-statements
https://docs.python.org/tutorial/errors.html#raising-exceptions
https://docs.python.org/reference/import.html#the-import-system
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Pomembno: pogosto module hierarhi¢no razporejamo po direktorijih; direktorij z mo-
duli imenujemo paket (angl. package). Ce direktorij vsebuje datoteko (lahko tudi prazno)
__ init___ .py, gre za obicajni paket; od Pythona 3.3 naprej pa se direktorij obnasa kot pa-
ket tudi brez nje (t. i. namespace package). V zgornjem primeru se tako mapa moduli obnasa
kot paket, v njem pa je modul prvi_modul (datoteka prvi_modul.py).

Module tipi¢no uvazamo na dva nacina:

Prvi nacin:

from moduli import prvi_modul

v tem primeru uvozimo imenski prostor prvi_modul; to pomeni, da funkcijo kvadrat () kli-
¢emo tako: prvi_modul.kvadrat().
Drugi nac¢in uvazanja modula:

import moduli.prvi_modul

Uvozimo imenski prostor moduls.prvi_modul; to pomeni, da funkcijo kvadrat() klicemo
tako: moduli.prvi_modul.kvadrat(). (Sam ukaz import moduli podmodulov ne uvozi samo-
dejno.)

V kolikor zelimo uvoziti funkcije v modulu prvi_modul, to naredimo tako:

from moduli import prvi_modul

Sedaj lahko funkcijo kvadrat klicemo tako:
prvi_modul .kvadrat (5)

25

Z ukazom from lahko uvozimo samo del modula. Primer:

from moduli.prvi_modul import kvadrat

Sedaj klicemo neposredno funkcijo kvadrat:
kvadrat (6)

36

Funkcije ali module lahko tudi preimenujemo. Primer:

from moduli.prvi_modul import kvadrat as sqr
sqr (7)

49

Kje Python isce module?

1. V trenutni mapi (to je tista, v kateri ste prozili jupyter notebook),
2. v mapah, definiranih v PYTHONPATH,
3. v mapah, kjer je namescen Python (poddirektorij site-packages).

2.3.1 Uvoz modulov in Jupyter notebook

V tej knjigi bomo, zaradi pedagoskih razlogov, module vedno uvazali takrat, ko jih bomo prvic¢
potrebovali. Pravila dobre prakse in pregledne kode priporoc¢ajo, da se uvoze vseh
modulov izvede na vrhu Jupyter notebooka!
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2.3.2 Modul pickle

Modul pickle bomo velikokrat uporabljali za zelo hitro in kompaktno shranjevanje in branje
podatkov. pickle vrednosti spremenljivke shrani v taki obliki, kot so zapisane v spominu. V
primeru realnih stevil tako ne izgublja na natanénosti (zapis v tekstovno obliko izgublja
natancnost, saj definiramo Stevilo izpisanih Stevk, ki pa je lahko manjse od stevila decimalnih mest
v spominu). Poleg tega pa je zapis v spominu ponavadi manj zahteven kakor zapis v tekstovni
obliki. Ker vrednosti ni treba pretvarjati v/iz tekstovno/e obliko/e, je pisanje/branje tudi zelo
hitro! Tukaj si bomo pogledali osnovno uporabo, celovito je pickle opisan v dokumentaciji.

pickle ima dve pomembni metodi:

e dump(obj, file, protocol=None, *, fix_imports=True) za shranjevanje objekta obj,

e load(file, *, fix_imports=True, encoding="ASCII", errors="strict") =za branje

datoteke file.

Uporabo si bomo pogledali na primeru. Najprej uvozimo modul:
import pickle

Zapisimo vrednosti slovarja a v datoteko data/stanjel.pkl:

a = {'Stevilo': 1, 'velikost': 10}

with open('data/stanjel.pkl', 'wb') as datoteka:
pickle.dump(a, datoteka, protocol= -1) # pazite: uporabite protocol= -1, da boste
uporabili zadnjo verzijo

Opazimo, da so datoteko odprli za pisanje v binarni obliki wb. Pomembno je tudi, da upo-
rabimo zadnjo verzijo protokola (parameter protocol); privzeta je izbrana zaradi zdruzljivosti s
starejsimi razlicicami Pythona, zadnja pa je praviloma najhitrejsa.

Sedaj vrednosti preberimo nazaj v b in ga prikazemo:

with open('data/stanjel.pkl', 'rb') as datoteka:
b = pickle.load(datoteka)

b
{'8tevilo': 1, 'velikost': 10}

Zgoraj smo trdili, da je pristop zelo hiter; preverimo to.
Najprej pripravimo podatke (seznam 50000 vrednosti tipa int):

data = list(range(50000))

Pisanje v tekstovni obliki

hhtimeit

datoteka = open('data/data.txt', mode='w')
for d in data:

datoteka.write(f'{d:7.2e}\n' )
datoteka.close()

25.1 ms \pm 1.46 ms per loop (mean \pm std. dev. of 7 runs, 10 loops each)
Pisanje s pomodéjo pickle:

%htimeit

with open('data/data.pkl', 'wb') as datoteka:

pickle.dump(data, datoteka, protocol= -1)

1.12 ms \pm 55.6 \mus per loop (mean \pm std. dev. of 7 runs, 1,000 loops each)

Pohitritev je ve¢ desetkratnal


https://docs.python.org/library/pickle.html
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2.4 Uporaba modulov iz spleta

Poleg vgrajenih modulov in tistih, ki jih pripravimo sami, obstaja Se velika mnozica modulov, ki
jih lahko najdemo na spletu in Pythonu dodajajo nove funkcionalnosti. Sele ti moduli naredijo
ekosistem Pythona tako uporaben.

Modul je tehni¢no gledano ena datoteka, kadar nek vecji modul vsebuje ve¢ modulov, pa
lahko zac¢nemo govoriti o paketih. Najbolj pomembne pakete na podroc¢ju inzenirskih ved bomo
spoznali v okviru te knjige.

Module oz. pakete lahko posodabljamo ali nameséamo nove, pri tem nam pomagajo t. i.
upravljalniki paketov (angl. package manager). Najbolj pogost upravljalnik paketov je pip (do-
kumentacija).

2.4.1 Upravljalnik paketov pip

pip je upravljalnik paketov z dolgo zgodovino in podpira veliko Stevilo paketov (pypi.org).
Ze namescene pakete najdemo z ukazom v ukazni vrstici (dokumentacija):

pip list

Namesto izhoda v ukazno vrstico bomo veckrat uporabljali moznost Jupyter notebooka, ko s
pomodjo klicaja (!) v celici s kodo izvedemo ukaz v ukazni vrstici (gre za kratko obliko magicnega
ukaza %sx - shell execute, glejte dokumentacijo). Opomba: dva klicaja bi vrnila celoten rezultat
neposredno v notebook (ker je izpis zelo dolg, smo se temu izognili).

Poglejmo primer:

rezultat = !pip list
rezultat[:5]

['Package Version',
L
'attrs 26.1.0',

'ptrfsutil 7.1',
'certifi 2026.7.22']

Pakete namestimo z ukazom (v ukazni vrstici):
pip install [ime_paketal

posodobimo z:
pip install [ime_paketa] - -upgrade

in odstranimo z:
pip uninstall [ime_paketal

Za veé glejte dokumentacijo.

Primer namestitve paketa

Sicer pa pakete najpogosteje najdemo na spletu (pypi.org). Pojdite na omenjeni portal in poiscite
pakete na temo snemanja posnetkov iz portala www.youtube.com. Z iskanjem “youtube down-
load” najdemo obetaven in dobro vzdrzevan paket yt-dlp, ki ga namestimo (v ukazni vrstici):

pip install yt -dlp


https://pip.pypa.io/en/stable/
https://pip.pypa.io/en/stable/
https://pypi.org
https://pip.pypa.io/en/stable/reference/pip_list/
http://ipython.readthedocs.io/en/stable/interactive/magics.html#magic-sx
https://pip.pypa.io/en/stable/getting-started/
https://pypi.org
https://www.youtube.com
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Sedaj modul uporabimo (za podrobnosti uporabe glejte dokumentacijo). Najprej uvozimo
celotni paket:

import yt_dlp

nastavitve = {'format': 'best[ext=mp4]'} # najboljSa kakovost v formatu mp4

with yt_dlp.YoutubeDL(nastavitve) as yt: # kreiramo instanco objekta (kaj to toéno

pomeni, spoznamo pozneje)
yt.download(['https://www.youtube.com/watch?v=P4IrAXbpeyIl']) # prenesemo video

2.5 Dodatno

2.6 Oblikovanje datuma in casa

Najprej uvozimo modul za delo z datumom in ¢asom datetime in prikazemo trenutni ¢as z
datumom (uporabimo funkecijo now()):

import datetime

sedaj = datetime.datetime.now()

sedaj

datetime.datetime (2026, 9, 25, 15, 0, 17, 342722)
Podatek o c¢asu oblikujemo:

f'{sedaj: %Y -¥m -%d %H:%M:%S}'

'2026 -09 -25 15:00:17"'

Oblikovanje datuma in ure sledi metodam:

o strftime (dokumentacija) se uporablja za pretvorbo iz datetime v niz crk,
o strptime (dokumentacija) se uporablja za pretvorbo iz niza ¢rk v tip datetime.

Kako izpisati ustrezno obliko (torej kako uporabiti znake %Y, %m itd.) je prav tako podrobno
pojasnjeno v dokumentaciji.

Poglejmo si primer pretvorbe tipa datetime v niz (glede na zgoraj smo dodali Se %a, da se
izpise ime dneva):

sedaj.strftime ('Y -Ym -%d %H:%M:%S %a')

'2026 -09 -25 15:00:17 Fri'

Sedaj v obratno smer, torej iz niza v datetime:
datetime.datetime.strptime('2017 -09 -28 05:31:45', 'JY -Ym -%d %H:%M:%S')

datetime.datetime (2017, 9, 28, 5, 31, 45)

2.6.1 Nekateri moduli

1. openpyxl za pisanje in branje Excel xlsx/xlsm datotek: vir,

o Regularni izrazi (zelo moéno orodje za iskanje po nizih): vir.


https://github.com/yt-dlp/yt-dlp#embedding-yt-dlp
https://docs.python.org/3/library/datetime.html#datetime.datetime.now
https://docs.python.org/library/datetime.html#datetime.datetime.strftime
https://docs.python.org/library/datetime.html#datetime.datetime.strptime
https://docs.python.org/library/datetime.html#strftime-strptime-behavior
http://openpyxl.readthedocs.org/en/latest/index.html
https://docs.python.org/library/re.html
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2.6.2 Modul sys

Python ima veliko Stevilo vgrajenih modulov (in Se veliko se jih lahko prenese s spleta, npr.
tukaj), ki dodajo razliéne funkcionalnosti.

Modul sys omogoca dostop do objektov, ki jih uporablja interpreter.

Poglejmo si primer; najprej uvozimo modul:

import sys
Mape, kjer se is¢ejo moduli, lahko preverimo z ukazom sys.path (dokumentacija):
sys.path

['c:\\_j\\Work Janko\\Pedagosko delo\\_predavanja\\Programiranje in numericne

metode\\pynm\\notebooks',
'C:\\Users\\janko\\AppData\\Local\\Programs\\Python\\Python311\\python311.zip"',
'C:\\Users\\janko\\AppData\\Local\\Programs\\Python\\Python311\\DLLs',
'C:\\Users\\ janko\\AppData\\Local\\Programs\\Python\\Python311\\Lib',
'C:\\Users\\ janko\\AppData\\Local\\Programs\\Python\\Python311',

'C:\\Users\\janko\\AppData\\Local\\Programs\\Python\\Python311\\Lib\\site
-packages',
'C:\\Users\\ janko\\AppData\\Local\\Programs\\Python\\Python311\\Lib\\site

-packages\\win32',
'C:\\Users\\ janko\\AppData\\Local\\Programs\\Python\\Python311\\Lib\\site

-packages\\win32\\1ib',
'C:\\Users\\ janko\\AppData\\Local\\Programs\\Python\\Python311\\Lib\\site
-packages\\Pythonwin']

2.6.3 Modul os

Modul os je namenjen delu z operacijskim sistemom in skrbi za zdruzljivost z razlicnimi opera-
cijskimi sistemi (¢e npr. napiSete program na sistemu Windows, bo delal tudi na sistemu linuz).

Uvozimo modul:
import os

Pogljemo trenutno mapo:
os.path.curdir

ali trenutno mapo v absolutni obliki:
os.path.abspath(os.path.curdir)

'c:\\_j\\Work Janko\\Pedagosko delo\\_predavanja\\Programiranje in numericne
metode\\pynm\\notebooks'

Kako najdemo vse datoteke in mape v direktoriju?
seznam = os.listdir()

Prikazimo prve stiri s kon¢nico ipynb:

i=20

for ime in seznam:
if os.path.isfile(ime):

if ime[ -5:] == 'ipynb':
print (f'NasSel sem datoteko: {ime:s}')
i+=1

if i>3:

break


https://pypi.org/
https://docs.python.org/3/library/sys.html#sys.path
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NaSel sem datoteko: Predavanje 03 - Moduli, numpy, matplotlib.ipynb

NaSel sem datoteko: Predavanje 07 - Interpolacija.ipynb

NaSel sem datoteko: Untitled.ipynb

NaSel sem datoteko: Predavanje 02 - Print, delo z datotekami, funkcije, moduli.ipynb

Za ve¢ glejte dokumentacijo.


https://docs.python.org/3/library/os.path.html#module-os.path

Poglavje 3

Moduli, numpy, matplotlib

3.1 Osnove modula numpy

Modul numpy namestimo z upravljalnikom paketov pip z naslednjim ukazom (v kolikor ga Se
nimamo namescenega):

pip install numpy

oz. paket posodobimo na najnoveso razli¢ico:

pip install numpy - -upgrade

Najprej uvozimo modul (uveljavljeno je, da ga uvozimo v kratki obliki np):
import numpy as np

Gre za enega najbolj pomembnih modulov. Na kratko: gre za visoko optimiran modul za nu-
mericne izra¢une; zelo dobri tutoriali so zbrani na naslovu: github.com/numpy/numpy-tutorials.
Za odlicen uvod v Numpy si lahko ogledate YouTube posnetek: NumPy Tutorial (2021): For
Physicists, Engineers, and Mathematicians

Poglejmo si najprej sintakso za vektor nicel (dokumentacija):

numpy . zeros (shape, dtype=float, order='C')

argumenti so:

« shape definira obliko (lahko ve¢dimenzijsko numeri¢no polje),
e dtype definira tip podatka,
o order definira vrstni red (lahko je C ali F kot Fortran).

Poglejmo primer:

np.zeros((3,4))

array([[0., 0., 0., 0.],
[0., 0., 0., 0.],
[0., 0., 0., 0.11)

ali pa:

np.zeros((3,5))

array([[0., 0., 0., 0., 0.],
[0., 0., 0., 0., 0.1,
[0., 0., 0., 0., 0.11)

47


https://github.com/numpy/numpy-tutorials
https://www.youtube.com/watch?v=DcfYgePyedM
https://www.youtube.com/watch?v=DcfYgePyedM
https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.zeros.html
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Podobno kot zeros se obnasa ones, vendar je namesto nicel vrednost 1 (dokumentacija).
Poglejmo si primer, kjer definiramo tudi tip int (privzeti tip je float):

np.ones(4, dtype=int)

array([1, 1, 1, 11)

Pogosto bomo tudi uporabljali razpon vrednosti arange (dokumentacija):
numpy . arange ( [start, ]stop, [step, ]dtype=None)

kjer so argumenti:

o start zacetna vrednost razpona (privzeto 0),

e stop koncéna vrednost razpona,

e step korak in

o dtype tip vrednosti (Ce tip ni podan, se dolo¢i iz ostalih argumentov).

Poglejmo primer razpona od 0 do 9 (kakor vedno pri Pythonu od je vkljucen, do pa ni):
np.arange(9)
array([0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8])

ali pa od 7 do 12 po koraku 2, vendar stevilo s plavajoco vejico:
np.arange(7, 12, 2, dtype=float)

array([ 7., 9., 11.1)

Se eno funkcijo bomo pogosto uporabili, to je linspace (dokumentacija):
numpy . linspace(start, stop, num=50, endpoint=True, retstep=False, dtype=None)

ki definiranemu razponu vrne numeri¢no polje vrednosti na enaki razdalji (ekvidistanten raz-
mik).

Argumenti so:

e start zaCetna vrednost razpona,

e stop konéna vrednost razpona,

o num Stevilo tock/vozlisc,

e endpoint ali je vrednost pri stop vkljuéena ali ne,

e retstep v primeru True vrne funkcija terko (rezultat, korak)

o dtype tip vrednosti (Ce tip ni podan, se dolo¢i iz ostalih argumentov).

Primer generiranja 10 tock na razponu od —7 do vkljuéno +:
np.linspace( -np.pi, np.pi, 10)

array ([ -3.14159265, -2.44346095, -1.74532925, -1.04719755, -0.34906585,
0.34906585, 1.04719755, 1.74532925, 2.44346095, 3.14159265])

Mimogrede smo zgoraj spoznali, da ima numpy vgrajene konstante (npr. 7):

Poglejmo se vgrajene funkcije za generiranje naklju¢nih stevil. Te najdemo v numpy.random
(dokumentacija).

Najprej si poglejmo funkcijo numpy.random.seed(), ki se uporablja za ponastavitev gene-
ratorja nakljuénih stevil (dokumentacija). To pomeni, da lahko z istim semenom (angl. seed)
razliéni uporabniki generiramo ista nakljucna Stevila!

Opomba: funkcije numpy.random.seed(), rand(), random(), normal() itd. spadajo v sta-
rejsi (legacy) vmesnik, ki Se vedno deluje. Sodobni pristop je, da si ustvarimo lasten generator in
klicemo njegove metode (dokumentacija):


https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.ones.html#numpy.ones
https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.arange.html
https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.linspace.html
https://numpy.org/doc/stable/reference/random/index.html
https://numpy.org/doc/stable/reference/random/legacy.html
https://numpy.org/doc/stable/reference/random/generator.html
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rng = np.random.default_rng(0) # seme O
rng.random(3) # enakomerna porazdelitev na [0, 1)
rng.normal (size=3) # normalna porazdelitev

Spodnja vrstica:
np.random.seed(0)

bo povzrocila, da bo klic generatorja nakljuénih sStevil z enakomerno porazdelitvijo
numpy . random.rand () (dokumentacija) vedno rezultiral v iste vrednosti:

np.random.rand(3)
array([0.5488135 , 0.71518937, 0.60276338])
Preizkusimo ali je res, kar smo zapisali, in ponastavimo seme in kli¢cimo generator:

np.random.seed(0)
np.random.random(3)

array([0.5488135 , 0.71518937, 0.60276338])

3.1.1 Zapis matrik in vektorjev

Matrika je dimenzije m x n, kjer je na prvem mestu m Stevilo vrstic in n Stevilo stolpcev. Primer
definiranja matrike dimenzijem x n = 3 x 2 je:

a = np.zeros((3, 2))

a

array([[0., 0.1,
[0., 0.1,
(0., 0.1

Vektor je lahko zapisan kot vrsti¢ni vektor:

b = np.zeros(3) # (1 x 3)
b

array([0., 0., 0.1)
ali kot stolpi¢ni vektor:

c = np.zeros((3, 1)) # 3 x 1
c

array([[0.],
[O'] b
[0.1D

V modulu numpy lahko vektorje in matrike zapisujemo kot:

e numpy.array (priporo¢eno, dokumentacija),
o numpy.matrix (dokumentacija).

Priporocena je prva oblika (numpy.array), ki pa ne sledi povsem matematiénemu zapisu
(ve¢ o tem pozneje), nam pa omogoca enostavnejSe programiranje in je tudi numeri¢no bolj
ucinkovit pristop (vir). Pristopa numpy.matrix tukaj ne bomo obravnavali.

V angleskem jeziku bomo array prevajali kot veédimenzijsko numeric¢no polje ali vcasih
vecdimenzijske sezname (ker imajo nekatere podobnosti z navadnimi seznami). Nekatere
knjige array tukaj prevajajo kot tabela.


https://numpy.org/doc/stable/reference/random/generated/numpy.random.rand.html
https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.array.html
https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.matrix.html
http://wiki.scipy.org/NumPy_for_Matlab_Users#head-e9a492daa18afcd86e84e07cd2824a9b1b651935
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3.1.2 Rezanje
Rezanje (angl. slicing) seznamov smo si ze pogledali v poglavju Uvod v Python. Podobno

rezanje, vendar bolj splosno, velja tudi za numeri¢na polja modula numpy.
Sintaksa rezanja (dokumentacija) je:

numpy_array [od:do:korak]

pri tem velja:

o indeksiranje se zac¢ne z 0 (kot sicer pri Pythonu),

e od pomeni >=,

e do pomeni <,

e od, do, korak so opcijski parametri,

e Ce parameter od ni podan, pomeni od zacetka,

e Ce parameter do ni podan, pomeni do vkljuéno zadnjega,
e Ce parameter korak ni podan, pomeni korak 1.

Primer od elementa 3 do elementa 8 po koraku 2:

b = np.arange(10)
b[3:8:2]

array([3, 5, 71)
Primer od elementa 3 naprej:
b[3:]
array([3, 4, 5, 6, 7, 8, 9])
Primer od elementa 3 naprej, vendar vsak tretji:
b[3::3]
array([3, 6, 9])
Primer zadnjih 5 elementov, vendar vsak drugi:
bl -5::2]
array([5, 7, 9])
Primer zadnjih 5 elementov brez zadnjih 2, vendar vsak drugi:
b[ -5: -2:2]
array([5, 71)
3.1.3 Rezanje vecdimenzijskega numeri¢nega polja
Vecdimenzijsko rezanje izvedemo tako, da dimenzije lo¢imo z vejico:

numpy_array [rezanjeO, rezanjel,...]

kjer rezanjeO reze indeks 0 (prvo dimenzijo) v obliki od:do:korak, rezanjel reze indeks 1

(drugo dimenzijo) in tako napre;j.

Poglejmo si primer; najprej pripravimo seznam 15 Stevil (np.arange), nato z metodo

reshape () (dokumentacija) spremenimo obliko v matriko 3 x 5:


https://numpy.org/doc/stable/user/basics.indexing.html
https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.reshape.html
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a = np.arange(15)
a = a.reshape((3,5))
a

array([[ 0, 1, 2, 3, 4],

(5, 6, 7, 8, 9],

[10, 11, 12, 13, 1411)
Obliko numeri¢nega polja lahko preverimo z atributom shape (dokumentacija).
a.shape

3, 5

Atribute bomo sicer podrobno spoznali pri obravnavi razredov.
Prikazimo vrstice z indeksom O:

alo0]

array([0, 1, 2, 3, 4])

Isti rezultat bi dobili s prikazom vrstice z indeksom 0 in vseh stolpcev:
alo,:]

array([0, 1, 2, 3, 4])

Pogosto zelimo dostopati do stoplcev, npr. stolpca z indeksom 1 (torej rezemo vse vrstice in
stolpec z indeksom 1):

al:,1]

array([ 1, 6, 111)

Poglejmo si Se primer rezanja prvih dveh vrstic in zadnjih dveh stolpcev:
al:2, -2:]

array([[3, 4],
[8, 911D

Podobna logika se uporabi pri dimenzijah visjih od 2.

3.1.4 Operacije nad numeri¢cnimi polji

Poglejmo si sedaj bolj podrobno nekatere osnovne prednosti numericnega polja numpy.array v
primerjavi z navadnim seznamom Python.
Najprej pripravimo navaden Pythonov seznam:

a=1[1, 2,3, 4, 5,6, 7]

a

[1, 2, 3, 4, 5, 6, 7]

In nato Se numeri¢no polje numpy.array (kar iz seznama a):
b = np.array(a)
b

array([1, 2, 3, 4, 5, 6, 71)


https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.ndarray.shape.html
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Ko izpisemo b, smo opozorjeni, da gre za array([...]).
Poglejmo, kako se obnasa Pythonov seznam pri mnozenju:

2%a
[1, 2’ 3’ 4, 5’ 6, 7’ 17 2, 3’ 4’ 5’ 6’ 7]

Opazimo, da se podvoji seznam, ne pa vrednosti, kar bi morebiti pricakovali.
Poglejmo, kako se pri mnozenju obnasa numeri¢no polje numpy.array:

2*Db
array([ 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14])

Opazimo, da se podvojijo vrednosti; tako kakor bi pricakovali, ko mnozimo na primer skalarno
vrednost in vektor!

3.1.5 Aritmeticne operacije

Izbor aritmeti¢nih operacij, ki jih numpy izvaja na nivoju posameznega elementa, je (po naraséajoci
prioriteti):
e X + y vsota,
- y razlika,
* y produkt,
/ v deljenje,
// y celostevilsko deljenje (rezultat je celo stevilo zaokrozeno navzdol),
% y ostanek pri celostevilskem deljenju,
e X % y vIne x na potenco y.

Mo M X X

Primer:
b + 3%b - b**2
array([ 3, 4, 3, 0, -5, -12, -211)

Vse aritmetic¢ne operacije so sicer navedene v dokumentaciji in namesto kratkih oblik imamo
tudi dolge, npr: numpy.power(x, y) namesto x**y; primer:

np.power (b, 2)
array([ 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49])

Mimogrede opazimo, da je rezultat tipa int64 (integer). Ko smo ustvarili ime b, smo namrec¢
ustvarili numeri¢no polje z elementi tipa int64.

3.1.6 Matematicne funkcije

numpy ponuja prakti¢no vse potrebne matematic¢ne (in druge) operacije, navedimo jih po skupinah,
kot so strukturirane v dokumentaciji:

e trigonometricne funkcije,

e hiperbolic¢ne,

o funkcije za zaokrozevanje,

o funkcije za vsoto, produkt in odvod,

e eksponenti in logaritmi,

e posebne ter preostale funkcije.

Poglejmo primer funkcije sin():


https://numpy.org/doc/stable/reference/routines.math.html#arithmetic-operations
https://numpy.org/doc/stable/reference/routines.math.html#mathematical-functions
https://numpy.org/doc/stable/reference/routines.math.html#trigonometric-functions
https://numpy.org/doc/stable/reference/routines.math.html#hyperbolic-functions
https://numpy.org/doc/stable/reference/routines.math.html#rounding
https://numpy.org/doc/stable/reference/routines.math.html#sums-products-differences
https://numpy.org/doc/stable/reference/routines.math.html#exponents-and-logarithms
https://numpy.org/doc/stable/reference/routines.math.html#other-special-functions
https://numpy.org/doc/stable/reference/routines.math.html#miscellaneous
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a = np.linspace(0, 2*np.pi, 5)
np.sin(a)

array ([ 0.0000000e+00, 1.0000000e+00, 1.2246468e -16, -1.0000000e+00,
-2.4492936e -16])

Poglejmo Se hitrost izvajanja:
%timeit -n100 np.sin(a)

437 ns \pm 38.9 ns per loop (mean \pm std. dev. of 7 runs, 100 loops each)

3.1.7 Podatkovni tipi

numpy ima vnaprej definirane podatkovne tipe (stati¢no). Celoten seznam moznih tipov je nave-
den v dokumentaciji.
Osredotocili se bomo predvsem na sledece tipe:

e int - celo Stevilo (fiksne Sirine, obi¢ajno 64 bitov; za razliko od Pythonovega int lahko
prekoraci obseg)

o float - Stevilo s plavajoco vejico (dokumentacija)

e complex - kompleksno stevilo s plavajoco vejico

e object - Python objekt.

Poglejmo si nekaj primerov (cela stevila, stevilo s plavajoc¢o vejico in kompleksna stevila):
np.arange(5, dtype=int)

array([0, 1, 2, 3, 4])

np.arange (5, dtype=float)

array([0., 1., 2., 3., 4.1)

np.arange(5, dtype=complex)

array([0.+0.j, 1.+0.j, 2.40.j, 3.+0.j, 4.40.31)

3.1.8 Spreminjanje elementov numeri¢nega polja (numpy.array)

Podatke spreminjamo na podoben nacin kakor pri navadnih seznamih; v kolikor uporabljamo
rezanje, moramo paziti, da so na levi in desni strani enacaja podatki iste oblike (array.shape).

Poglejmo si primer, ko matriki nicel dimenzije 3 x 4 spremenimo element z indeksom [2,
3]:

a = np.zeros((3, 4))
al[2, 3] = 100

a

array([[ 0., 0., 0., 0.1,
[ o., 0., 0., 0.1,
[ o., 0., 0., 100.11)

Sedaj spremenimo Se elemente prvih dveh vrstic in prvih dveh stolpcev v vrednost 1:

al:2, :2] = np.ones((2, 2))

a

array([[ 1., 1., 0., 0.1,
[ 1., 1., 0., 0.1,
[ 0., 0., 0., 100.1D)


https://numpy.org/doc/stable/reference/arrays.dtypes.html
https://docs.python.org/dev/library/functions.html#float
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7 2 pomnozimo stolpec z indeksom 1:

al:,1] = 2 % a[:,1]

a

array([[ 1., 2., 0., 0.1,
[ 1., 2., 0., 0.1,
[ o., 0., 0., 100.11)

Bodite pozorni na to, da na tak nacin naredimo pogled (view) na podatke (ne naredimo
kopije podatkov).
Za primer najprej naredimo novo ime pogled:

pogled = al:, 2]
pogled

array([0., 0., 0.1)

Sedaj spremenimo izbrane vrednosti numeri¢nega polja a:

al:, 2] =5

a

array([[ 1., 2., 5., 0.1,
[ 1., 2., 5., 0.1,
[ o., 0., 5., 100.11)

Vrednosti pogled nismo spreminjali. Ker pa ime kaze na isto mesto kakor al:, 2], so
vrednosti spremenjene:

pogled
array([5., 5., 5.1)
Ce zelimo kopijo, moramo narediti tako:

kopija = al:, 2].copy()
kopija

array([5., 5., 5.1)
in rezultat kopija ostane nespremenjen:

al:, 2] =2
kopija

array([5., 5., 5.1)

3.1.9 Osnove matri¢cnega racunanja

Ce zelite ponoviti matemati¢ne osnove matriénega rac¢unanja, potem sledite tej povezavi (gre za
kratek in dober pregled prof. dr. T. Kosirja). Pogledali bomo, kako matri¢ne ra¢une izvedemo s
pomodéjo paketa numpy.

Najprej definirajmo matriki A in B:

A
B

np.array([[1, 2], [3, 21]1)
np.array([[1, 1], [2, 211D

ter vektorja x in y.


http://www.fmf.uni-lj.si/~kosir/poucevanje/skripta/matrike.pdf
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x = np.array([1, 2])
y = np.array([3, 41)

Skalarni produkt dveh vektorjev izvedemo s funkcijo dot () (dokumentacija):
numpy.dot(a, b, out=None)

kjer argumenta a in b predstavljata numeriéni polji numpy.array (poljubne dimenzije), ki
jih Zelimo mmoziti. Ce sta a in b dimenzije 1 se izvede skalarni produkt. Pri dimenziji 2 (ma-
trike) se izra¢una produkt matrik. Za uporabo funkcije dot () pri dimenzijah ve¢ kot 2: glejte
dokumentacijo.

Poglejmo primer mnozenja dveh vektorjev, to lahko izvedemo tako:

np.dot(x, y)
np.int64(11)
ali tudi tako:
x.dot (y)
np.int64(11)

Zgoraj smo omenili, da numpy.array ne sledi dosledno matematicnemu zapisu. Ce bi, bi
namre¢ eden od vektorjev moral biti vrsticni, drugi stolpi¢ni. numpy to poenostavi in zato je koda
lazje berljiva in krajsa.

Poglejmo sedaj mnozenje matrike z vektorjem (opazimo, da transponiranje x ni potrebno):

np.dot (A, x)
array([5, 71)

Lahko pa seveda pripravimo matemati¢no korektno transponirano obliko vektorja (ampak
vidimo, da je zapis neroden):

A.dot (np.transpose([x]))

array([[5],
[(711)

Transponiranje ima sicer tudi kratko obliko, prek atributa T, npr. za matriko A:
A.T

array([[1, 3],
[2, 211)

Poglejmo si primer mnozenja dveh matrik:
np.dot (A, B)

array([[5, 5],
(7, 711D

Od Pythona 3.5 naprej se za mnozenje matrik (in vektorjev) uporablja tudi operator @ (do-
kumentacija), ki omogoca kratek in pregleden zapis.
Zgornji primeri zapisani z operatorjem @:

xQy


https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.dot.html
https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.dot.html
https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.matmul.html#numpy.matmul
https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.matmul.html#numpy.matmul
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np.int64(11)
AQx
array([5, 71)
A @B

array([[5, 5],
(7, 711D

Vektorski produkt izracunamo s funkcijo numpy. cross () (dokumentacija):
numpy.cross(a, b, axisa= -1, axisb= -1, axisc= -1, axis=None)

kjer a in b definirata komponente vektorjev. Vektorja morata imeti tri komponente, rezultat je
vektor s tremi komponentami. Ravninske vektorje (samo komponenti x in y) NumPy od razli¢ice
2.0 ne sprejme vec; dopolnimo jih s komponento z = 0, rezultat pa ima nenicelno le komponento
z. Uporaba funkcije je mozna tudi na vec¢dimenzijskih numeri¢nih poljih in temu so namenjeni
preostali argumenti (glejte dokumentacijo).

Primer vektorskega produkta ravninskih vektorjev:

x = np.array([1, 0])

y = np.array([0, 1])

np.cross(np.append(x, 0), np.append(y, 0))[2] # dopolnimo z z=0 in vzamemo komponento
z

np.int64(1)
Primer vektorskega produkta prostorskih vektorjev:
x = np.array([1, 0, 0])

y = np.array([0, 1, 0)
np.cross(x, y)

array ([0, 0, 1])

3.1.10 Nekatere funkcije knjiznice numpy

Pogledali si bomo se nekatere funkcije, ki jih bolj ali manj pogosto potrebujemo.
Enotsko matriko definiramo s funkcijo numpy . identity () (dokumentacija):

numpy.identity(n, dtype=None)

kjer argument n definira stevilo vrstic in stolpcev kvadratne matrike. Tip dtype je privzeto
float.
Primer enotske matrike:

A = np.identity(3)

A

array([[1., 0., 0.1,
[0., 1., 0.1,
0., 0., 1.11D

Do diagonalnih elementov matrike dostopamo s pomocjo funkcije numpy.diagonal() (doku-
mentacija)

numpy .diagonal(a, offset=0, axis1=0, axis2=1)


https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.cross.html
https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.identity.html
https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.diagonal.html
https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.diagonal.html
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Ce je matrika dvodimenzijska, potem funkcija s privzetimi argumenti vrne diagonalno os. Ce
je dimenzija visja od 2, se uporabi osi axisl in axis2, da se izlo¢i dvodimenzijsko polje, nato pa
doloci diagonalo glede na elemente [i, itoffset].

Poglejmo primer izloCanja diagonale:

np.diagonal (A)
array([1., 1., 1.1)
in uporabe offset=1 za sosednjo diagonalo (najprej pripravimo nesimetir¢no matriko):

Afo, 1] =10
np.diagonal (A, offset=1)

array([10., 0.1)

Podobno sintakso kot numpy.diagonal() ima funkcija numpy.trace(), ki izracuna vsoto
(sled) diagonalnih elementov (dokumentacija):

numpy.trace(a, offset=0, axisl1=0, axis2=1,
dtype=None, out=None)

Primer sledi diagonale:
np.trace(A)
np.float64(3.0)

in potem sosednje diagonale:
np.trace(A, offset=1)
np.float64(10.0)

Pogosto nas zanimata najvec¢ji ali najmanjsi element nekega numeri¢nega polja. numpy je
tukaj zelo splosen. Poglejmo si na primeru funkcije numpy.max () (dokumentacija):

numpy.max(a, axis=None, out=None)

Izpostavimo argument axis, ki pove, ¢ez kateri indeks iS¢emo maksimalno vrednost. Ce je
axis=None se doloc¢i najvecja vrednost v celotnem polju.
Primer izrac¢una najvecje vrednosti celotnega polja (prej poglejmo A):

A

array([[ 1., 10., 0.],
[o., 1., 0.1,
[ 0., , 1.1

np.max (A)

np.float64(10.0)

Primer izrac¢una najvecje vrednosti ¢ez vrstice (torej po stolpcih):
np.max (A, axis=0)

array([ 1., 10., 1.1)

Primer izrac¢una najvecje vrednosti ¢ez stolpce (torej po vrsticah):


https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.trace.html
https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.max.html
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np.max(A, axis=1)
array([10., 1., 1.1)

Par funkcije max () je numpy.argmax (), kateri dolo¢i indekse najvecje vrednosti.
Primer uporabe:

A

[1., 10., O
[o., 1., O.
[o. 1

B .

array ([

np.argmax (A, axis=0)

array ([0, 0, 2])

3.1.11 Linearna algebra z numpy

Pozneje bomo linearno algebro bolj podrobno spoznali in bomo sami pisali algoritme. Tukaj si
poglejmo nekatere osnove, ki so vgrajene v modul numpy.
Za primer najprej definirajmo matriko in vektor:

A = np.array([[4, -2],
[ -2, 411D
b = np.array([1, 2])

Inverzno matriko izrac¢unamo z uporabo funkcije numpy.linalg.inv() (dokumentacija):
numpy.linalg.inv(a)

Primer:

np.linalg.inv(A)

array([[0.33333333, 0.16666667],
[0.16666667, 0.33333333]11])

Sistem linearnih enach, ki ga definirata matrika koeficientov a in vektor konstant b, resimo s
pomo¢jo funkcije numpy.linalg.solve() (dokumentacija):

numpy.linalg.solve(a, b)
Primer:

reSitev = np.linalg.solve(A, b)
relSitev

array([0.66666667, 0.83333333])

Enakost elementov numeri¢nega polja a in b (znotraj dolocene tolerance) preverimo s funkcijo
numpy . isclose () (dokumentacija):

numpy.isclose(a, b, rtol=le -05, atol=le -08, equal_nan=False)
Primer:
np.isclose(np.dot (A, resitev), b)

array([ True, Truel)


https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.linalg.inv.html
https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.linalg.solve.html
https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.isclose.html
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3.1.12 Vektorizacija algoritmov

V tem poglavju zelimo izpostaviti vektorizacijo algoritmov. Glede na to kako Python in numpy
delujeta se je potrebno izogibati zankam. Bistveno hitreje lahko izvajamo izracune, ¢e jih uspemo
vektorizirati; to pomeni, da izracune izvajamo na nivoju vektorjev (oz. numeri¢nih polj) in ne
elementov.

Za primer si najprej pripravimo podatke (dva vektorja dolzine 1000)

N = 1000
a = np.arange(N)
b = np.arange(N)

Izra¢unajmo skalarni produkt vektorjev z uporabo zanke for:
c=0
for i in range(N):

c += ali] * b[il
c

np.int64(332833500)

Izmerimo hitrost:
%htimeit -n100
c=0
for i in range(N):
c += al[i] * b[i]
183 \mus \pm 1.75 \mus per loop (mean \pm std. dev. of 7 runs, 100 loops each)

Isti rezultat pridobimo Se v vektorski obliki:

Y%htimeit -n100
c=a@b

1.44 \mus \pm 131 ns per loop (mean \pm std. dev. of 7 runs, 100 loops each)

Vidimo, da je vektorski nacin bistveno hitrejsi (za Se hitrejsi nacin glejte numba v dodatku)!

3.2 Osnove modula matplotlib

V Pythonu imamo ve¢ moznosti za prikaz rezultatov v graficni obliki. Najbolj uporabni paketi
S0:

o matplotlib za visoko kakovostne, visoko prilagodljive slike (relativno pocasno),
o pyqtgraph za kakovostne in prilagodljive uporabniske vmesnike (zelo hitro),
 bokeh za interaktiven prikaz v brskalniku (relativno hitro).

Obstaja se veliko drugih; dober pregled je naredil Jake VanderPlas na konferenci PyCon 2017
(sicer avtor paketa za deklarativno vizualizacijo: Altair).

3.2.1 Osnovna uporaba

Najbolj razsirjen in najbolj splosno uporabljen je paket matplotlib:

matplstlib


http://matplotlib.org/
http://www.pyqtgraph.org/
https://bokeh.pydata.org/en/latest/
https://www.youtube.com/watch?v=FytuB8nFHPQ
http://matplotlib.org/
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Sposobnosti paketa najbolje prikazuje galerija. Gre za zelo sofisticiran paket in tukaj si bomo
na podlagi primerov pogledali nekatere osnove.

M

https://gith ougier/matplotlib-cheatsheet

atp;IotIibQ; Matplotlib 3.1 cheatsheet

Line plot Scatter plot Bar plot

Image plot
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Pri uporabi vam lahko koristi plonk listek:
Tipi¢no uvozimo matplotlib.pyplot kot plt:

import matplotlib.pyplot as plt

Znotraj Jupyter notebooka obstajata dva nacina prikaza slike (v oglatem oklepaju je magic
ukaz za prozenje):

1. [/matplotlib inline] : slike so vkljucene v notebook (medvrsti¢ni nacin),

2. [Ymatplotlib widget] : slike so interaktivno vkljucene v notebook (medvrsti¢ni inte-
raktivni nacin), zahteva namestitev paketa ipympl,

3. [#matplotlib notebook] : slike so interaktivno vkljucene v notebook (medvrsti¢ni in-
teraktivni nacin).

Opomba: interaktivni nacin se v pasivni, spletni/pdf verziji te knjige ne prikaze pravilno.

Tukaj bomo najpogosteje uporabljali medvrsticni nacin:

fmatplotlib inline

Kratek primer:

t = np.linspace(1l, 130, 44000)

Zvizg = np.sin(t**2)

plt.plot(t, zvizg, label='Zvizg')

plt.x1lim(1, 10)

plt.title('Zvizg: $t°2$ (podpora za LaTeX: $\\sqrt{\\frac{a}{b}}$)')
plt.legend();

plt.show()


https://matplotlib.org/stable/gallery/index.html
https://github.com/rougier/matplotlib-cheatsheet
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Mimogrede, zakaj to imenujemo zvizg (oz. kvadraten zvizg)? Da dobimo odgovor, podatke
predvajamo na zvocnik:

from IPython.display import Audio, display
display(Audio(data=zviZzg, rate=44000))

<IPython.lib.display.Audio object>
Aktivirajmo sedaj interaktivni nacin (glejte tudi %matplotlib):

%matplotlib notebook
fmatplotlib notebook

plt.plot([1,2,3], [2,4,5]);
<IPython.core.display.Javascript object>
Zgornjo sliko lahko sedaj interaktivno klikamo in tudi dopolnjujemo s kodo:

plt.title('Pozneje dodani naslov!')
plt.xlabel('Cas [$t$]1');

3.2.2 Interaktivna uporaba

Pri tem predmetu bomo veckrat uporabljali interaktivnost pri delu z graficnimi prikazi. V ta
namen najprej uvozimo interact iz paketa ipywidgets:

from ipywidgets import interact
Potem definiramo sliko kot funkcijo z argumenti amplituda, fr, faza in duSenje:

def slika(amplituda=1, fr=10, faza=0, duSenje=0.):
t = np.linspace(0, 1, 200)
f = amplituda * np.sin(2*np.pi*fr*t - faza) * np.exp( -duSenje*2*np.pi*frxt)
plt.plot(t, f)
plt.ylim( -5, 5)
plt.show()

Gremo nazaj na medvrsti¢no uporabo in kli¢emo funkcijo za izris slike (privzeti argumenti):
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%matplotlib inline
slika()

Pozneje dodani naslov!

T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
Cas [t]

Ce funkcijo za izris slike posljemo v funkcijo interact, slednja poskrbi za interaktivne gumbe,
s katerimi lahko spreminajmo parametre klicanja funkcije slika:

interact(slika);

interactive(children=(IntSlider(value=1, description='amplituda', max=3, min= -1),
IntSlider(value=10, descript..

Razpon parametov lahko tudi sami definiramo:

interact(slika, amplituda=(1, 5, 1), duSenje=(0, 1, 0.05), fr=(10, 100, 1), faza=(0,
2%np.pi, np.pi/180));

interactive(children=(IntSlider(value=1, description='amplituda', max=5, min=1),
IntSlider(value=10, descripti..

3.2.3 Napredna uporaba

Prikaz vec¢ funkcij

Poglejmo si preprost primer prikaza ve¢ funkcij (najprej, opcijsko, definirajmo fonte za izpis v

pdf):

from matplotlib import rc
rc('font',**{'family': 'serif'})
plt.rcParams['pdf.fonttype'] = 42

x = np.linspace(0, 10, 100)
y1l = np.sin(x)

y2 = np.sin(x+1)
y3 = np.sin(x**1.2)

plt.plot(x, y1, ' -', label=r'$\sin(x)$ - to je LaTeX izpis', linewidth = 2);
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plt.plot(x, y2, '.', label='sin(x+1) - to ni', linewidth = 2);

plt.plot(x, y3, ' - -', label=r'$\sin(x"{1.2})$ - to spet je: &8Z', linewidth = 2);
plt.legend(loc=(1.01,0));

plt.savefig('data/prvi plot.pdf')
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—0.50 4
—— sin(x) - to je LaTeX izpis
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Prikaz vedé slik

Ve¢ slik prikazemo s pomocjo metode subplot, ki definira mrezo in lego naslednjega izrisala.

plt.subplot(2, 2, 1)
plt.plot(x, yi, 'r')
plt.subplot(2, 2, 2)
plt.plot(x, y2, 'g')

V primeru zgoraj plt.subplot(2, 2, 1) pomeni: mreza naj bo 2 x 2, risi v sliko 1 (levo
zgoraj). Naslednjic¢ se klie plt.subplot(2, 2, 2) kar pomeni mreza 2 x 2, risi v sliko 2 (desno
zgoraj) in tako naprej. Opazimo, da se indeks slik zac¢ne z 1; lahko bi rekli, da gre za nekonsi-
stentnost v Pythonu, razlog pa je v tem, da je bil matplotlib rojen v ideji, da bi uporabnikom
Pythona uporabil ¢imbolj podoben nacin izrisa, kakor so ga poznali v Matlabu (kjer se indeks
zacne z 1).

Delujoc¢i primer je:

plt.subplot(2, 2, 1)

plt.plot(x, y1, 'r')

plt.subplot(2, 2, 2)

plt.plot(x, y2, 'g')

plt.subplot(2, 2, 3)

plt.plot(x, y2xy3, 'b')
plt.subplot(2, 2, 4)

plt.plot(x, y2+y3, 'k', linewidth=5);
plt.grid()
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Histogram

Generirajmo 10000 normalno porazdeljenih vzorcev in jih prikazimo v obliki histograma:

np.random.seed(0)
x = np.random.normal (size=10000)
plt.hist(x);
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1000 A

500 ~

3.2.4 Uporaba primerov iz matplotlib.org
Primere iz galerije lahko uvozimo s pomocjo magicne funkcije %load.
Poskusite:

e %load http://matplotlib.org/mpl_examples/lines_bars_and_markers/fill_demo.py
e Jload http://matplotlib.org/examples/widgets/slider_demo.py


https://matplotlib.org/stable/gallery/index.html
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3.3 Dodatno:

3.4 Numba

Paket numba se v zadnjem obdobju zelo razvija in lahko numeri¢no izvajanje Se dodatno pohitri
(tudi v povezavi z grafiénimi karticami oz. GPU procesorji).
Za zgled tukaj uporabimo jit (just-in-time compilation) iz paketa numba:

import numpy as np
from numba import jit

jit uporabimo kot dekorator funkcije, ki jo zelimo pohitriti:
Qjit
def skalarni_produkt(a, b):

c=0

for i in range(N):

c += ali] * b[i]
return c

Sedaj definirajmo vektorja:

N = 1000
a = np.arange(N)
b = np.arange(N)

Preverimo hitrost numpy skalarnega produkta:

Y%%timeit -n1000
a@b

1.48 \mus \pm 43.1 ns per loop (mean \pm std. dev. of 7 runs, 1,000 loops each)

Preverimo se hitrost numba pohitrene verzije. Prvi klic izvedemo, da se izvede kompilacija,
potem merimo cas:

skalarni_produkt(a, b)
332833500

%htimeit -n1000
skalarni_produkt(a, b)

808 ns \pm 114 ns per loop (mean \pm std. dev. of 7 rums, 1,000 loops each)

Vidimo, da smo Se izboljsali hitrost!

3.5 matplotlib: animacije, povratni klic, XKCD stil

Z matplotlib lahko pripravimo tudi animacije. Dva primera lahko najdete tukaj:

e Preprosta animacija,
e Dvojno nihalo.

Vec¢ v dokumentaciji.
Slika s povratnim klicem (angl. call back):

o Risanje crte.
Pripravite lahko tudi na roko narisane slike (XKCD stil):
o« XKCD stil.

3.6 Za najbolj zagrete

1. Naucite se se kaj novega na chrisalbon.com.


http://numba.pydata.org/numba-doc/dev/reference/jit-compilation.html
https://docs.python.org/3/glossary.html#term-decorator
/matplotlib_animacija-d0991771b34c5fca0ff789943da3e479.py
/animacija_dvojno_nih-73d4c8f98fb860dc9378649e81676801.py
https://matplotlib.org/api/animation_api.html#animation
/matplotlib_klik-1f815ab6b1a785667e8e23eef9a82b33.py
/xkcd_stil-906c2438b746036d2632107ac0b21bba.py
http://chrisalbon.com/
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Objektno programiranje, simbolno
racunanje

4.1 Objektno programiranje

Pri programiranju poznamo razli¢ne pristope, dokumentacija Python-a (docs.python.org) omenja
npr:

proceduralni: seznam navodil, kaj je treba izvesti (npr.: C, Pascal)

deklarativni: opisemo kaj zelimo, programski jezik pa izvede (npr., SQL)

funkcijski: programiranje temelji na funkcijah (npr.: Haskell )

objektni: program temelji na objektih, ki imajo lastnosti, funkcije ... (npr.: Java,
Smalltalk)

Python je objektno orientiran programski jezik, vendar pa nas ne sili v uporabo objektov v
vseh primerih. Kot bomo videli pozneje, ima objektno programiranje veliko prednosti, vendar pa
je lahko mnogokrat okorno in bi po nepotrebnem naredilo program kompleksen. Iz tega razloga
se eksplicitnemu objektnemu programiranju izognemo, ce se le da.

Objektno programiranje v Pythonu temelji na razredih (class), objekti so pa instance (in-
stance) razreda. Pogledali si bomo zgolj nekatere osnove objektnega programiranja (da boste
lazje razumeli kodo drugih avtorjev in jo prirejali svojim potrebam).

Razred definiramo z ukazom class (dokumentacija):

=D =

class ImeRazreda:
'''docstring'"’
[izraz 1]
[izraz 2]

kjer ime razreda (torej ImeRazreda) po PEPS pisemo z veliko zacetnico. Ce je ime sestavljeno
iz. ve¢ besed, vsako pisemo z veliko (t. i. principi CamelCase).
Poglejmo si primer:

class Pravokotnik:
"""Razred za objekt pravokotnik"""

def __init__(self, 8irina=1, vidina=1): # to je konstruktor objekta. Se izvede,
ko kliéemo Pravokotnik(sirina=1, visina=4)

self.Sirina = Sirina

self.viSina = viSina # viSina je atribut objekta

def povrsina(self):
return self.Sirina * self.viSina

66


https://docs.python.org/howto/functional.html
https://docs.python.org/tutorial/classes.html
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def set_8irina(self, Sirina=1):
self.Sirina = Sirina

Preden gremo v podrobnosti razumevanja kode, naredimo instanco razreda (torej objekt):

moj_pravokotnik = Pravokotnik()

Funkcije definirane znotraj razreda poimenujemo metode, ko jih klicemo na objektih.
V zgornjem primeru metodo povr&ina uporabimo tako:

moj_pravokotnik.povr§ina()

1

Ime self je referenca na instanco razreda (objekt, ki bo ustvarjen). Imena znotraj razreda
postanejo atributi objekta.
Primer atributa vig§ina:

moj_pravokotnik.viSina

1

Od kje pride rezultat 1?7 Ko ustvarimo objekt, se najprej izvede inicializacijska funkcija
__init__Q), pri tem se kot argumenti funkcije __init__ uporabijo argumenti, ki jih posredujemo
v razred.

Primer:

tvoj_pravokotnik = Pravokotnik(viSina=5, §irina=3)
tvoj_pravokotnik.povr§ina()

15

Pripravili smo tudi metodo, ki spremeni atribut §irina:

moj_pravokotnik.set_Sirina(8irina=100)
moj_pravokotnik.povrsina()

100

Atribute lahko spreminjamo tudi neposredno, vendar se temu (zaradi moznosti napake in
napac¢ne uporabe) ponavadi izogibamo.
Primer:

moj_pravokotnik.viSina = 3
moj_pravokotnik.povrsina()

300

4.1.1 Dedovanje

Pomembna lastnost razredov je dedovanje; samo ime pove bistvo: tako kot ljudje dedujemo od
svojih starSev, podobno velja tudi za razrede. Vsak razred (class) tako lahko deduje lastnosti
kakega drugega razreda (dokumentacija). Lahko ima celo ve¢ starsev (v te podrobnosti tukaj ne
bomo $li).

Sintaksa razreda, ki deduje, je:

class Otrok(Stars):
[izraz]


https://docs.python.org/tutorial/classes.html#inheritance
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Opomba: tudi, ¢e razredu ne definiramo starsa, deduje razred object.
Primer, ko novi razred Kvadrat podeduje obstojeCega (Pravokotnik):

class Kvadrat (Pravokotnik) :
"Razred kvadrat"

def __init__(self, 8irina=1):
# klic¢imo iniciacijo razreda Pravokotnik
super().__init__(8irina=8irina, viSina=8irina)
def set_Sirina(self, Sirina):
self.Sirina = Sirina
self.viSina = Sirina

Poglejmo sedaj uporabo:

moj_kvadrat = Kvadrat(§irina=4)

Razred Kvadrat nima definicije metode za izracun povrsine, vendar pa jo je podedoval od
razreda Pravokotnik in zato ima metodo za izracun povrsine:

moj_kvadrat.povr§ina()

16

V kolikor spremenimo Sirino, se ustrezno spremeni povrsina:

moj_kvadrat.set_Sirina(5)
moj_kvadrat.povr§ina()

25

Primer dedovanja razreda list (seznam)

Najprej pripravimo seznam:

seznam = 1list([1,2,3])
seznam

1, 2, 3]

Ce zelimo seznamu dodati vrednost, uporabimo metodo append (to je metoda, ki jo imajo
objekti tipa list):

seznam.append (1)
Nato seznam prikazemo (najprej uvozimo matplotlib):
import matplotlib.pyplot as plt

plt.plot(seznam)
plt.show()
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Ce nekaj takega izvajamo pogosto, potem je bolje, da si pripravimo svoj razred Seznam, ki
deduje od 1list in dodamo metodo za prikaz narisi:

class Seznam(list):
def narisi(self):
plt.plot(self, 'r.', label='Dolgo besedilo')
plt.legend()

plt.ylim( -5, 5)
plt.show()

Instanca objekta je:

moj_seznam = Seznam([1, 2, 3])
type (moj_seznam)

__main__.Seznam
moj_seznam
(1, 2, 3]
Ceprav nismo definirali metode append, jo je nov razred podedoval po razredu list:

moj_seznam.append (1)
moj_seznam

[1 b 2 b 3 ’ 1]
Ima tudi metodo za izris:

moj_seznam.narisi()
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* Dolgo besedilo
4
L]
2+ .
L] L]
0 -
_2 -
—4 4
T T T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.3 3.0

4.2 Simbolno rac¢unanje s SymPy

Termin simbolno racunanje pomeni, da matematicne izraze resujemo strojno v obliki abstrak-
tnih simbolov (in ne numeri¢no). Strojno simbolno ra¢unanje nam pomaga kadar nas zanima
rezultat v simbolni obliki in so izrazi preobsezni za klasi¢no resevanje na list in papir. K
strojnemu reSevanju se zatecemo tudi zaradi zmanjSanja moznosti napake (pri obseznih izracunih
se ljudje lahko zmotimo).

Simbolno racunanje nikakor ni nadomestek numeri¢nih metod!

Pogledali si bomo nekatere osnove, nekateri priporoceni dodatni viri pa so:

e J.R. Johansson Scientific python lectures,
e SymPy - uradna dokumentacija modula,
e QOdlicen ¢lanek nekaterih avtorjev SymPy: Meurer et. al, 2017.

SymPy je eden od sistemov za strojno algebro (CAS - Computer Algebra Systems), ki pa
ima poleg zmogljivosti tudi to prednost, da je v celoti napisan v Pythonu (alternativni paket v
Pythonu Sage na primer ni v celoti napisan v Pythonu).

Nekatera namenska komercialna orodja:

e Mathematica
e Maple

Najprej uvozimo modul SymPy; tipi¢no paket uvozimo kot sym:
import sympy as sym

Opazimo lahko, da se SymPy uvaza tudi from sympy import *. Temu se praviloma izogibamo,
saj tako s SymPy imeni po nepotrebnem zapolnimo osnovni imenski prostor programa. V slednjem
primeru do funkcij paketa (npr. sympy.Sum) dostopamo neposredno (npr. Sum), kar je lahko
privla¢no, vendar nas zac¢ne motiti, ko dodamo Se druge pakete (npr. numpy), kar lahko poleg
zmede privede do tega, da se funkcije z enakimi imeni “povozijo”.

Zato da dobimo lepo oblikovan LaTeX izpis, uporabimo:

sym.init_printing()


http://github.com/jrjohansson/scientific-python-lectures
http://sympy.org/en/index.html
https://peerj.com/articles/cs-103/
http://www.sagemath.org/
http://www.wolfram.com/mathematica
http://www.maplesoft.com/products/maple
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4.2.1 Definiranje spremenljivk in numericni izracun

Spremenljivke definiramo takole:
X, ¥, k = sym.symbols('x, y, k')
Preverimo lahko tip:
type (x)
sympy .core.symbol.Symbol

Opazimo, da je spremenljivka x sedaj Symbol iz paketa sympy.
Sedaj lahko naredimo preprost izracun:

X*ky + k

k+ ¥ (4.1)

Funkcijo lahko tudi poimenujemo; tukaj je primer, kjer uporabimo funkcijo sinus in konstanto

f = sym.sin(1l.2*sym.pi + x)**2
f

sin? (z 4 1.27) (4.2)

Bralec se morebiti sprasuje, zakaj potrebujemo novo funkcijo sympy.sin(), saj imamo vendar
ze tisto iz paketa numpy! Razlog je v tem, da simbolni izra¢un potrebuje popolnoma drugacno
obravnavo kakor numeric¢ni in zato je koda zadaj povsem drugacna.

Ce zelimo zapisati enac¢bo, torej da enac¢imo en izraz z drugim, to naredimo takole:

enacba = sym.Eq(sym.sin(k#*x),0.5)
enacba

sin (kz) = 0.5 (4.3)

Nedefinirane matematic¢ne funkcije zapisemo kot (dokumentacija):
g = sym.Function('g')
Sedaj lahko, na primer, definiramo differencialno enacbo:

sym.Eq(g(x) .diff(x), x)

2 gy = (4.4)

Pri definiranju spremenljivk lahko dodajamo predpostavke:
x = sym.Symbol('x', positive=True)
X.is_positive

True


https://docs.sympy.org/latest/modules/core.html#sympy.core.function.Function
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Predpostavke se potem upostevajo pri izracunu. V sploSnem vemo, da +/(z?) # z, ¢e pa je
pozitiven, pa velja \/(2?) = z in sympy glede na predpostavke izra¢una pravilen rezultat:

sym. sqrt (x**2)

x (4.5)
Z metodo assumptions0 pogledamo predpostavke objekta:
x.assumptionsO

{'commutative': True,
'complex': True,
'extended_negative': False,
'extended_nonnegative': True,
'extended_nonpositive': False,
'extended_nonzero': True,
'extended_positive': True,
'extended_real': True,
'finite': True,

'hermitian': True,
'imaginary': False,
'infinite': False,
'negative': False,
'nonnegative': True,
'nonpositive': False,
'nonzero': True,
'positive': True,
'real': True,

'zero': False}

SymPy pozna tipe Stevil (dokumentacija):

o Float realna stevila (s plavajoco vejico, poljubne natan¢nosti),

e Rational racionalna stevila,

e Integer cela Stevila,

o kompleksna stevila zapiSemo z imaginarno enoto I (npr. 2 + 3x*sym.I).

Ti tipi so pomembni, saj lahko vplivajo na nacin resevanja in na resitev.
Racionalna stevila

Zgoraj smo ze definirali realna stevila. Poglejmo na primeru sedaj racionalna stevila:

rl = sym.Rational(4, 5)

r2 = sym.Rational(5, 4)
rl
4
- 4.6
' (46)
Nekateri izracuni:
ri+r2
41
i 4.7
ri/r2
16
= (4.8)

25


http://docs.sympy.org/latest/modules/core.html#module-sympy.core.numbers
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Kompleksna stevila
Imaginarno stevilo se zapise z I (to je drugace kot pri numpy, kjer je imaginarni del definiran z
j):

1+1*sym.I

1+i (4.9)

sym. I*x*2

—1 (4.10)

Numericéni izracun

Pri simbolnem izrac¢unu najprej analiticne izraze reSimo, poenostavimo itd., nato pa pogosto
zelimo tudi izracunati konkreten rezultat.
Poglejmo primer:

X = sym.symbols('x')
f = sym.exp(x**x**x + sym.pi)
f

s I (4.11)

Ce zelimo sedaj namesto 2 uporabiti vrednost, npr 0.5, to naredimo z metodo subs() (do-
kumentacija):

f.subs(x, 0.5)

1.84512555475729¢e™ (4.12)
Zgoraj smo uporabili konstanto 7 (dokumentacija); nekatere tipiéno uporabljene konstante
S0:
e sympy.pi za stevilo m,
e sympy.E za naravno stevilo e,
e sympy.oo za neskoncnost.

Kot smo videli zgoraj, subs () naredi zamenjavo in potem poenostavitve, ki so ocitne; stevila
7 ni izra¢unal v obliki realnega Stevila. To moramo eksplicitno zahtevati z metodo:

o evalf (angl. *evaluate function, dokumentacija) ali
. N,

kateri imata obe argument n (Stevilo stevk).
Poglejmo primer:

f.subs(x, 2).evalf(n=80)

205630752.2559788837336514598572458946969835445645441306426707100142289480369288
(4.13)
Podobno je z N:

sym.N(f.subs(x, 2), n=80)


http://docs.sympy.org/latest/tutorial/basic_operations.html#substitution
http://docs.sympy.org/latest/tutorial/basic_operations.html#substitution
http://docs.sympy.org/latest/modules/core.html?highlight=pi#sympy.core.numbers.Pi
http://docs.sympy.org/latest/modules/evalf.html
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205630752.2559788837336514598572458946969835445645441306426707100142289480369288
(4.14)
Mimogrede smo pokazali, da pod pogojem, da v izrazu nimamo Stevil s plavajoc¢o vejico, lahko
rezultat prikazemo poljubno natancno (dokumentacija).
V subs funkciji lahko uporabimo tudi slovar. Primer:

X, y = sym.symbols('x, y')
parametri = {x: 4, y: 10}

(x + y).subs(parametri)

14 (4.15)
ali seznam terk:

(x + y).subs([(x, 4), (y, 100D)

14 (4.16)
Podobno ima metoda sympy.evalf () argument subs, ki sprejme slovar zamenjav, primer:

(y**x) .evalf (subs=parametri)

10000.0 (4.17)

Metoda sympy.subs pa lahko zamenja simbol (ali izraz) tudi z drugim izrazom:

(x + y).subs(x, y + sym.o00)

2y + o0 (4.18)

4.2.2 SymPy in NumPy

Pogosto sympy povezemo z numpy. Za primer si poglejmo, kako bi izraz:

X = sym.symbols('x')
f = sym.sin(x) + sym.exp(x)
f

e” + sin (z) (4.19)
numeri¢no ucinkovito izracunali pri tiso¢ vrednostih x.
Najprej uvozimo paket numpy:

import numpy as np
Pripravimo numeri¢no polje vrednosti:

x_vec = np.linspace(0, 10, 1000, endpoint=False)
x_vec[:10]

array([0. , 0.01, 0.02, 0.03, 0.04, 0.05, 0.06, 0.07, 0.08, 0.09])

Glede na zapisano zgoraj in predhodno znanje uporabimo izpeljevanje seznamov:
y_vec = np.array([f.evalf(subs={x: vrednost}) for vrednost in x_vec])
Opazimo, da je to dolgotrajno, zato izmerimo potreben cas:

%htimeit -ni
y_vec = np.array([f.evalf(subs={x: vrednost}) for vrednost in x_vec])

87.3 ms \pm 850 \mus per loop (mean \pm std. dev. of 7 runs, 1 loop each)


http://docs.sympy.org/latest/modules/evalf.html

Poglavje 4. Objektno programiranje, simbolno racunanje 75

Uporaba funkcije lambdify

Bistveno hitrejsi nacin je uporaba pristopa lambdify, kjer se pripravi prevedena funkcija, opti-
mirana za numericno izvajanje. Sintaksa funkcije sympy.lambdify() je (dokumentacija):

sympy . lambdify(simboli, funkcija, modules=None)

kjer so argumenti:
e simboli simboli uporabljeni v funkcija, ki se zamenjajo z numeri¢nimi vrednostmi,

e funkcija predstavlja sympy funkcijo,
« modules predstavlja, za kateri paket je prevedena oblika pripravljena. Ce je numpy name-

sCen, je privzeto za ta modul.
Primer uporabe:

f_hitra = sym.lambdify(x, f, modules='numpy')
y_vec_hitra = f_hitra(x_vec)

Preverimo hitrost:

%%timeit -n100
f_hitra(x_vec)

17.3 \mus \pm 1.36 \mus per loop (mean \pm std. dev. of 7 runs, 100 loops each)

Opazimo priblizno 10.000-kratno pohitritev!
Poglejmo Se primer uporabe funkcije ve¢ spremenljivk:

f_hitra2 = sym.lambdify((x, y), (x + y + sym.pi)**2, 'numpy')
x = np.linspace(0, 10, 10)

y =x

f_hitra2(x, y)

array([ 9.8696044 , 28.77051002, 57.54795885, 96.20195089,
144.73248614, 203.1395646 , 271.42318627, 349.58335115,

437.62005924, 535.53331054])

4.2.3 Grafi¢ni prikaz

SymPy ima na matplotlib temelje¢ prikaz podatkov. Prikaz je sicer glede na matplotlib bolj

omejen in ga uporabljamo za preproste prikaze. (dokumentacija).
Pogledali si bomo preproste primere, ki se navezujejo na funkcijo sympy.plotting.plot;

najprej uvozimo funkcijo:
from sympy.plotting import plot
Sintaksa uporabe funkcije sympy.plotting.plot() (dokumentacija) je:
plot(izraz, razpon, **kwargs)

kjer so argumenti:

e izraz je matematicni izraz ali vec izrazov,

e razpon je razpon prikaza (privzeti razpon je (-10, 10)),

o xxkwargs so keyword arguments, torej slovar razlicnih moznosti.
Funkcija vrne instanco objekta sympy.Plot ().

Minimalni primer ene funkcije:

X = sym.symbols('x')
plot (x**2)


http://docs.sympy.org/latest/modules/utilities/lambdify.html#sympy.utilities.lambdify.lambdify
http://docs.sympy.org/latest/modules/plotting.html
http://docs.sympy.org/latest/modules/plotting.html#plotting-function-reference

Poglavje 4. Objektno programiranje, simbolno racunanje 76

T T T
-10.0 -7.5 -5.0 —-2.5 0l0 2.5 5.0 7.5 10.0

<sympy.plotting.backends.matplotlibbackend.matplotlib.MatplotlibBackend at
0x74e7d3718470>

Opomba: =zadnja vrstica opozori na rezultat v obliki instance Plot; izpis objekta

<sympy.plotting.plot.Plot at Ox...> skrijemo z uporabo podpicja:

plot (xx*2);

slika pa se vseeno prikaze.
Nekateri pogosti argumenti so:

 show prikaze sliko (privzeto True),
e line_color barva izrisa,
xscale in yscale nacin prikaza (moznosti: linear ali log),

xlim in ylim omejitev prikaza za osi (terka dveh (min, max) vrednosti).

Pripravimo dve sliki, kjer bo y os logaritemska in bo razpon izrisa od 1 do 5:

= plot(x**2, (x, 1, 5), show=False, legend=True, yscale='log')

izrisl =
izris2 = plot(30*sym.log(x), (x, 1, 5), show=False, line_color='C2', legend=True,

yscale='log')

Sedaj prvo sliko razsirimo z drugo in prikazemo rezultat:

izrisl.extend(izris2)
izrisl.show()
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X**2 :/

1071 4

Parametriéni izris

Podobno uporabljamo funkcijo sympy.plotting.plot_parametric za parametriéni izris (doku-

mentacija):
plot_parametric(izraz_x, izraz_y, range, **kwargs)

kjer sta nova argumenta:
e izraz_x in izraz_y definicije lege koordinate x in y,
e *xxkyargs je slovar moznosti.

Uvozimo funkcijo:
from sympy.plotting import plot_parametric
Prikazimo uporabo na primeru:

plot_parametric(sym.sin(x), sym.sin(2*x), (x, O, 2*sym.pi));

1.00 ~
0.75 4

0.50 +

T T T
—1}00 =0.75 —=0.50 -0.25 R 0.25 0.50 0.75 1.po

-0.50 4
=075 4

—1.00 4



http://docs.sympy.org/latest/modules/plotting.html#sympy.plotting.plot.plot_parametric
http://docs.sympy.org/latest/modules/plotting.html#sympy.plotting.plot.plot_parametric
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Izris v prostoru

Funkcija sympy.plotting.plot3d (dokumentacija) za izris v prostoru ima sintakso:
plot3d(izraz, razpon_x, razpon_y, **kwargs)

kjer so argumenti:

e izraz definicija povrsine,
e razpon_x in razpon_y razpon koordinate x in y,
o *xkwargs slovar moznosti.

Uvozimo funkcijo:
from sympy.plotting import plot3d
Prikazimo uporabo na primeru:

X, y = sym.symbols('x y')
plot3d(X**2 + y**z, (X, _51 5)’ (Y, _5, 5));

fix, y)

4
Za ostale prikaze glejte dokumentacijo.

4.2.4 Algebra

V tem poglavju si bomo pogledali nekatere osnove uporabe SymPy za algebrajske operacije.

Uporaba expand in factor

Definirajmo matemati¢ni izraz:

sym.symbols('x")
= (x+1)*(x+2) *(x+3)

Hh X
[I|


http://docs.sympy.org/latest/modules/plotting.html#sympy.plotting.plot.plot3d
http://docs.sympy.org/latest/modules/plotting.html#module-sympy.plotting.plot
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(z+1)(z+2)(z+3) (4.20)

in ga sedaj razélenimo (angl. expand, glejte dokumentacijo):

aa = sym.expand(f)
aa

2% 4 627 4 11z + 6 (4.21)

Ce zelimo pogledati koeficiente pred x, to naredimo z metodo coeff ():

aa.coeff (x)

11 (4.22)

Argumenti funkcije definirajo, kaksno razsiritev Zelimo (dokumentacija). Ce Zelimo npr. tri-
gonometricno razsiritev, potem uporabimo trig=True:

a, b = sym.symbols('a, b')
sym.expand (sym.sin(a+b))

sin (a + b) (4.23)

sym.expand(sym.sin(a+b), trig=True)

sin (a) cos (b) + sin (b) cos (a) (4.24)

Obratna operacija od raz¢lenitve je razcepitev ali razstavljanje ali faktorizacija (angl.
factor, dokumentacija):

sym.factor(x**3 + 6 * x*x*2 + 1l*x + 6)

(z+1)(z+2)(z+3) (4.25)

Ce nas zanimajo posamezni ¢leni, potem to naredimo s funkcijo sympy.factor_list:

sym.factor_list(x**3 + 6 * x*x2 + 11*xx + 6)

(1, (z+1, 1), (x+2, 1), (x+3, 1)]) (4.26)

Poenostavljanje izrazov s simplify

Funkcija sympy.simplify() (dokumentacija) poskusa poenostaviti izraze v bolj preproste (npr.
s krajSanjem spremenljivk).

Za posebne namene lahko poenostavimo tudi z:

e sympy.trigsimp,

e Sympy.powsimp,

e sympy.logcombine.

Za veé glejte dokumentacijo.

Primeri poenostavljanja:

sym.simplify ((x+1)*(x+1)*(x+3))


http://docs.sympy.org/latest/tutorial/simplification.html#expand
http://docs.sympy.org/latest/tutorial/simplification.html#expand
http://docs.sympy.org/latest/tutorial/simplification.html#factor
http://docs.sympy.org/latest/tutorial/simplification.html#simplify
http://docs.sympy.org/latest/tutorial/simplification.html#trigsimp
http://docs.sympy.org/latest/tutorial/simplification.html#powsimp
http://docs.sympy.org/latest/tutorial/simplification.html#logcombine
http://docs.sympy.org/latest/tutorial/simplification.html
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(x4 1) (z +3) (4.27)

sym.simplify(sym.sin(a)**2 + sym.cos(a)**2)

1 (4.28)
sym.simplify(sym.cos(x)/sym.sin(x))
1
4.29
tan (x) (429)
4.2.5 Uporaba apart in together
Funkciji uporabljamo za delo z ulomki:
f1 =1/(1 + x) * (6 + x))
f1
1
(4.30)

(x+1)(z+5)

Razcep na parcialne ulomke (angl. partial fraction decomposition) izvedemo s funkcijo
sympy . apart () (dokumentacija):

f2 = sym.apart(f1, x)

2
1 1
— 4.31
1@+5) Ti@+ (431)
in potem ponovno v obratni smeri s funkcijo sympy.together():
sym.together (£2)
1
_ 4.32
(x+1)(z+5) (4:32)
V slednjem primeru pridemo do podobnega rezultata s sympy.simplify():
sym.simplify(£2)
1
(4.33)

(x+1)(z+5)


http://docs.sympy.org/latest/tutorial/simplification.html#apart
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4.2.6 Odvajanje

Odvajanje je naceloma relativno preprosta matemati¢na operacija, ki jo izvedemo s funkcijo
sympy .diff () (dokumentacija):
Pripravimo primer:

X, ¥, z = sym.symbols('x, y, z')
f = sym.sin(x*y) + sym.cos(y*z)

H

sin (zy) + cos (yz) (4.34)
Odvajajmo ga po x:
sym.diff (£, x)
y cos (zy) (4.35)
ali tudi
f.diff(x)
y cos (zy) (4.36)

Odvode visjega reda definiramo tako:

sym.diff(f, x, x, x)

—y3 cos (zy) (4.37)

ali (isti rezultat malo drugace):

sym.diff(f, x, 3)

—y cos (zy) (4.38)

Odvod po vec spremenljivkah dngfyg izvedemo takole:

sym.diff(f, x, 1, y, 2)

—x (zy cos (zy) + 2sin (zy)) (4.39)
4.2.7 Integriranje
Funkcijo integrate lahko uporabimo za nedoloceno integriranje (dokumentacija):
integrate(f, x)
ali za doloceno integriranje:
integrate(f, (x, a, b))

kjer so argumenti:

o f funkcija, ki jo integriramo,


http://docs.sympy.org/latest/tutorial/calculus.html#derivatives
http://docs.sympy.org/latest/modules/integrals/integrals.html#module-sympy.integrals
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o x spremenljivka, po kateri integriramo,
e a in b meje integriranja.

Primer nedolocenega integriranja:

X = sym.symbols('x')

f = sym.sin(x*y) + sym.cos(y*z)
sym.integrate(f, x)

__cos (zy) for 0
z cos (yz) + y v7 (4.40)
0 otherwise
Opazimo, da sympy pravilno uposteva moznost, da je y = 0.
Se primer dolo¢enega integriranja:
sym.integrate(f, (x, -1, 1))
2 cos (yz) (4.41)

Primer, ko so meje v neskon¢énosti (uporabimo konstanto za neskon¢nost sympy.o0):

sym.integrate(sym.exp( -x**2), (x, -sym.oo, sym.00))

NG (4.42)
4.2.8 Vsota in produkt vrste
Vsoto vrste definiramo s pomocju funkcije sympy.Sum() (dokumentacija):
sympy.Sum(izraz, (spr, start, end))

kjer so argumenti:

e izraz izraz, katerega sestevamo,
e spr, start in end spremenljivka, ki narasca od start do end (end je vkljucen).

Primer vsote vrste:

n = sym.Symbol('n')
f = sym.Sum(1/x*+*n, (n, 1, sym.oo0))
f

> am (4.43)

Sele ko uporabimo metodo doit (), se izracun izvede:

f.doit()

1 1
2(0-1) for o] < 1 (4.44)
Yoo,z otherwise

Poglejmo Se steviléni rezultat:

f.subs({x: 5}).evalf()


http://docs.sympy.org/latest/modules/concrete.html#sympy.concrete.summations.Sum
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0.25 (4.45)

Produkt vrste definiramo podobno s funkcijo sympy.Product (dokumentacija):
sympy .Product (izraz, (spr, start, end))

kjer so argumenti:

e izraz izraz, katerega mnozimo,
o spr, start in end spremenljivka, ki narasca od start do end (end je vkljucen).

Primer:
f = sym.Product(1/n, (u, 1, 5))
f
5
1
H - (4.46)
n
n=1
f.doit ()
1
_ 4.47
120 ( )

4.2.9 Limitni racun

Limite ra¢unamo s pomocjo funkcije sympy.limit () (dokumentacija):
sympy.limit(f, x, x0)

kjer so argumenti:
o f izraz, katerega limito iScemo,
e x spremenljivka, ki limitira proti x0,

e x0 limita.
Primer:
X = sym.symbols('x')
f = sym.sin(x)/x
f
sin (z) (4.48)
- .

sym.limit(f, x, 0)

1 (4.49)

Za primer si poglejmo uporabo limite na definiciji odvoda:

df _ . f@thy) = f(z,y) (4.50)

dzr ~ n>0 h

Pripravimo funkcijo £ in njen odvod:

X, ¥, 2, h = sym.symbols('x, y, z, h')
f = sym.sin(x*y) + sym.cos(y*z)


http://docs.sympy.org/latest/modules/concrete.html#sympy.concrete.products.Product
http://docs.sympy.org/latest/tutorial/calculus.html#limits
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Odvod funkcije je:

sym.diff (£, x)
y cos (zy) (4.51)

Enak rezultat izracunamo tudi z uporabo limite:

sym.limit ((f.subs(x, x+h) - £)/h, h, 0)

y cos (zy) (4.52)

4.2.10 Taylorjeve vrste

Taylorjeve vrste izracunamo s pomocjo funkcijo sympy.series() (dokumentacija):
sympy .series(izraz, x=None, x0=0, n=6, dir='+"')

kjer so argumenti:
e izraz izraz, katerega vrsto doloc¢amo,

e x neodvisna spremenljivka,
o x0 vrednost, okoli katere dolo¢amo vrsto (privzeto 0),

o nred vrste (privzeto 6),
e dir smer razvoja vrste (+ ali -).

Primer:

X = sym.symbols('x')
sym.series(sym.exp(x), x) # privzete vrednosti x0=0, in n=6

2 333 $4 l’5

x
1 ryr, T, r 6 4.
trt Sttty TOE) (4.53)
Ce Zelimo definirati drugo izhodisée (x0=2) in z ve¢ ¢leni (n=8), to izvedemo takole:
sl = sym.series(sym.exp(x), x, x0=2, n=8)
s1

(z—2)%¢2 (x—-2)3%e2 (z—2)%¢? (z—2)°¢2 (:U—2)662+(x—2)762+0 (5 -2 02

2 2
-2
e T T (P 5040
(4.54)
Rezultat vkljucuje tudi red veljavnosti; na ta nacin lahko kontroliramo veljavnosti izvajanja
(0).
Primer:
sl = sym.cos(x).series(x, 0, 5)
sl
2?2 ot 5
1= 5 +5; 0" (4.55)

s2 = sym.sin(x).series(x, 0, 2)
s2


http://docs.sympy.org/latest/modules/series/series.html#id1
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z+ 0 (2?) (4.56)

Izracuna s1 in s2 imata razlicna reda veljavnosti, posledi¢no je produkt:
sl * s2

(z+ 0 (%)) (1 — x; + ;’Z +0 (x5)> (4.57)

natanc¢en samo do reda O(z?), kar sympy ustrezno obravnava:

s3 = sym.simplify(sl * s2)
s3

z+ O (2?) (4.58)

Podatek o stopnji veljavnosti lahko odstranimo:

s3.remove0()

x (4.59)

4.2.11 Linearna algebra
Matrike in vektorji

Matrike in vektorje definiramo s funkcijo Matrix. Ce se pri numpy.array ni treba dosledno drzati
matemati¢nega zapisa vektorjev in matrik, je pri sympy to nujno.
Poglejmo si primer; najprej pripravimo spremenljivke:

mil, m12, m21, m22 = sym.symbols('mll, m12, m21, m22')
b1, b2 = sym.symbols('bl, b2')

Nato matriko in stolpic¢ni vektor:

A = sym.Matrix([[m11, m12], [m21, m22]])

A
|:m11 m12:| (4 60)
m21 Ma22 '

b = sym.Matrix([[b1], [b2]])

b

[Zj (4.61)

Sedaj si poglejmo nekatere tipi¢ne operacije; najprej mnozenje matrike in vektorja:

A xb

(4.62)

[b1m11 + b2m12]
bimay1 + bamag

Nato skalarni produkt dveh vektorjev (paziti moramo na transponiranje enega od vektorjev):
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b.T*b
2 2
b3 + 03] (4.63)
Determinanta in inverzna matrika:
A.det()
M11Ma2 — Mi2May (4.64)
A.inv()
om0 __ myy
[_?n1nm2ngﬁlmn21 "H1W$%1JW12"Q1} (4.65)
mi11MmM22—mM12M21 mi11Mm22—mM12M21
Mnozenje in potenca matrike:
AxA
mfl + miomeoy mi1miz + Mi2msa2 (4.66)
mi1ma1 + Ma1ma2 miama1 + mgg
Ax*2
[ mfl + miomeoy mi1mi2 + m12m22} (4.67)

mi11Ma1 + Ma1ma2

4.2.12 Resevanje enacb

2
mi12Mma1 + Miy

Enacbe in sistem enacb resujemo s funkcijo sympy.solve() (dokumentacija). Podprto je reseva-

nje sledecih enacb:

e polinomske enacbe,
¢ transcendentne enacbe,

e odsekovno definirane enac¢be kot kombinacija zgornjih dveh tipov,

e sistem linearnih in polinomskih enacb,
e sistem enacb z neenakostmi.

Sintaksa je:
sympy.solve(f, *symbols, **flags)

kjer so argumenti:

e f izraz ali seznam izrazov,

e xsymbols simbol ali seznam simbolov, katere zelimo dolociti,

o xxflags slovar moznosti.

Poglejmo primer:

X = sym.symbols('x')
f = sym.sin(x)

en = sym.Eq(f, 1/2)
en

sin (z) = 0.5

(4.68)


http://docs.sympy.org/latest/modules/solvers/solvers.html#algebraic-equations
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sym.solve(en, x)

[0.523598775598299, 2.61799387799149] (4.69)

Prikazimo resitev (opazimo, da smo nasli samo dve od neskon¢no resitev):

pl = sym.plotting.plot(sym.sin(x), (x, -2*sym.pi, 2*sym.pi), line_color='CO',
show=False, legend=True)

p2 = sym.plotting.plot(0.5, (x, -2*sym.pi, 2*sym.pi), line_color='Cl', show=False,
legend=True)

pl.extend(p2)

pl.show()

1.00 — sin(x)
0.500000000000000

0.75 4

—0.%0 1

—1.00 4

Kvadratna enacba:

a, b, ¢, x = sym.symbols('a, b, c, x')
sym.solve (a*x**2 + b*x + ¢, x)

—b—+V—4dac+b> —b+ V—4dac+ b?

4.70
2a ’ 2a (4.70)
Sistem enacb:
X, y = sym.symbols('x y')
sym.solve([x +y - 1, x -y - 11, [x, yD)

{z:1, y:0} (4.71)

Za nelinearne sisteme pa lahko wuporabimo tudi numericno resevanje s funkcijo
sympy .nsolve() (dokumentacija):

sympy.nsolve(f, [args,] x0, modules=['mpmath'], **kwargs)

kjer so argumenti:

o f enacba ali sistem enacb, ki ga resujemo,
o args spremenljivke (opcijsko),


http://docs.sympy.org/latest/modules/solvers/solvers.html#sympy.solvers.solvers.nsolve
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o x0 zacetni priblizek (skalar ali vektor),

» modules paket, ki se uporabi za izracun numeri¢ne vrednosti (enaka logika kot pri funkeiji
lambdify, privzet je paket mpmath),

o xxkwargs slovar opcij.

Poglejmo primer od zgoraj:

X = sym.symbols('x')

eq = sym.Eq(sym.sin(x), 0.5)
sol = sym.nsolve(eq, x, 3)
sol

2.61799387799149 (4.72)

4.2.13 Resevanje diferencialnih enacb
Nedefinirane funkcije

Preden si ogledamo diferencialne enacbe, moramo spoznati nedefinirane funkcije. Take funkcije
definiramo sympy.Function dokumentacija.

Kot primer si poglejmo kako definiramo enacbo #(t) = g. Najprej definirajmo nedolo¢eno
funkcijo:

x = sym.Function('x')
Nato simbole:

t, g = sym.symbols('t, g')
In Se enacbo:

sym.Eq(x(t) .diff(t,2), g)

L ety =g (4.73)

Diferencialne enacbe

Diferencialne enacbe in sisteme diferencialnih enacb resujemo s funkcijo sympy.dsolve() (doku-
mentacija):

sympy .dsolve(eq, func=None, hint='default', simplify=True,
ics=None, xi=None, eta=None, x0=0, n=6, *xkwargs)

kjer so izbrani argumenti:

o eq differencialna enacba ali sistem diferencialnih enacb,

e func resitev, ki jo iS¢emo,

e ics zacetni in robni pogoji diferencialne enacbe.

Poglejmo si primer mase m, ki drsi po povrsini s koeficientom trenja pu; zaCetna hitrost je vy,
pomik zg = 0.

Definirajmo simbole:

x = sym.Function('x")
t, m, mu, g, vO, xO = sym.symbols('t m mu g vO x0', real=True, positive=True)

Definirajmo diferencialno enacbo:


https://docs.sympy.org/latest/modules/functions/index.html
http://docs.sympy.org/latest/modules/solvers/ode.html#dsolve
http://docs.sympy.org/latest/modules/solvers/ode.html#dsolve
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eq = sym.Eq(m*x(t).diff(t,2), -muxg+*m)
eq

d2
m@m(t) = —gmu (4.74)

Poglejmo lastnosti diferencialne enacbe:

sym.ode_order(eq, x(t))

2 (4.75)
sym.classify_ode(eq)

('factorable',

'nth_algebraic',

'nth_linear_ constant_coeff_ undetermined_coefficients',
'nth_linear_euler_eq_nonhomogeneous_undetermined_coefficients',
'nth_linear_constant_coeff_variation_of_parameters',
'nth_linear_euler_eq_nonhomogeneous_variation_of_parameters',
'nth_algebraic_Integral',
'nth_linear_constant_coeff_variation_of_parameters_Integral',
'nth_linear_euler_eq_nonhomogeneous_variation_of_parameters_Integral',
'2nd_nonlinear_autonomous_conserved',
'2nd_nonlinear_autonomous_conserved_Integral')

Resimo jo:

reSitev = sym.dsolve(eq, x(t),

ics={
x(0):0, #pri Casu Os je pomik nié
x(t).diff(t) .subs(t, 0): vO #pri Casu Os je hitrost enaka vO
b

reSitev

t2
2(t) = —% + tug (4.76)
Desno stran enacbe prikli¢emo takole (rhs - right-hand side):

reSitev.rhs

2

4.3 Dodatno

4.4 sympy.mechanics

sympy ima vgrajeno podporo za klasi¢no mehaniko (dokumentacija). Celovit tutorial je bil pri-
kazan na znanstveni konferenci SciPy 2016.


http://docs.sympy.org/latest/modules/physics/mechanics/index.html#classical-mechanics
https://www.youtube.com/watch?v=r4piIKV4sDw

Poglavje 5

Uvod v numericécne metode in sistemi
linearnih enacb

5.1 Uvod v numeri¢ne metode

Kadar zZelimo simulirati izbrani fizikalni proces, ponavadi postopamo takole:

1. postavimo matemati¢ni model*,

2. izberemo numeri¢no metodo in njene parametre,

3. pripravimo program (pomagamo si z vgrajenimi funkcijami),

4. izvedemo izracun, rezultate analiziramo in vrednotimo.

* Ce lahko matemati¢ni model resimo analiti¢no, numeriéno resevanje ni potrebno.

Matematicni model poskusamo resiti analiti¢no, saj taka resitev ni obremenjena z napakami.
Iz tega razloga se v okviru matematike u¢imo resevanja sistema enacb, integriranja, odvajanja in
podobno. Bistvo numeri¢nih metod je, da matemati¢ne modele resujemo numeric¢no, torej
na podlagi diskretnih vrednosti. Kakor bomo spoznali pozneje, nam numeri¢ni pristop v
primerjavi z analitiénim omogoca resevanje bistveno obseznejsih in kompleksnejsih problemov.

5.1.1 Zaokrozitvena napaka

V nadaljevanju si bomo pogledali nekatere omejitve in izzive numeri¢nega pristopa. Prva omejitev
je, da so v rac¢unalniku realne vrednosti vedno zapisane s konéno natancénostjo. V Pythonu se
stevila pogosto zapisejo v dvojni natancnosti s priblizno 15 signifikantnimi stevkami.

Stevilo z dvojno natanénostjo se v Pythonu imenuje float64 in je zapisano v spomin v binarni
obliki v 64 bitih (1 bit za predznak, 11 bitov za eksponent in 52 bitov za mantiso). Ker je mantisa
definirana na podlagi 52 binarnih Stevk, se lahko pojavi pri njegovem zapisu relativna napaka
najve¢ € ~ 2.2 - 10716, Ta napaka se imenuje osnovna zaokroZitvena napaka in se lahko
pojavi pri vsakem vmesnem izracunu!

Ce je korakov veliko, lahko napaka zelo naraste in zato je pomembno, da je njen vpliv na
rezultat ¢im manjsi!

Spodaj je primer podrobnejsih informacij za tip podatkov z dvojno natancnostjo (float);
pri tem si pomagamo z vgrajenim modulom sys za klic parametrov in funkcij python sistema
(dokumentacija):

import sys
sys.float_info.epsilon

lel6+2
#sys.float_info #preverite tudi SirSi izpis!

1.0000000000000002e+16

Poleg stevila z dvojno natan¢nostjo se uporabljajo drugi tipi podatkov; dober pregled razli¢nih
tipov je prikazan v okviru numpy in python dokumentacije.

90


https://docs.python.org/3/library/sys.html
https://numpy.org/doc/stable/user/basics.types.html
https://docs.python.org/3/library/stdtypes.html
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Tukaj si poglejmo primer tipa int8, kar pomeni celo stevilo zapisano z 8 biti (8 bit = 1 byte).
7 njim lahko v dvojiskem sistemu zapisemo cela stevila od -128 do +127:

import numpy as np

Stevilo = np.int8(1) # poskuSite Se Stevila: -128 in nato 127, 128, 129. Kaj se
dogaja?

f'Stevilo {8tevilo} tipa {type(Stevilo)} zapisano v binarni obliki:{Ztevilo:8b}'

"Stevilo 1 tipa <class 'numpy.int8'> zapisano v binarni obliki: 1

5.1.2 Napaka metode

Poleg zaokrozitvene napake pa se pogosto srecamo tudi z napako metode ali metodi¢no na-
pako, ki jo naredimo takrat, ko natancen analiti¢ni postopek resevanja matematicnega modela
zamenjamo s pribliznim numeri¢nim.

Pomembna lastnost numeri¢nih algoritmov je stabilnost. To pomeni, da majhna sprememba
vhodnih podatkov povzro¢i majhno spremembo rezultatov. Ce se ob majhni spremembi na vhodu
rezultati zelo spremenijo, pravimo, da je algoritem nestabilen. V praksi torej uporabljamo
stabilne algoritme; bomo pa pozneje spoznali, da je stabilnost lahko pogojena tudi z vhodnimi
podatki!

Poznamo pa tudi nestabilnost matemati¢nega modela/naloge/enacbe; v tem primeru govorimo
o slabi pogojenosti.

Med izvajanjem numeri¢nega izracuna se napake lahko Sirijo. Posledi¢no je rezultat operacije
manj natanc¢en (ima manj zanesljivih stevk), kakor pa je zanesljivost podatkov izrac¢una.

Poglejmo si sedaj splosen pristop k oceni napake. Tocno vrednost oznac¢imo z r, priblizek z
ar; velja r = a1 + e1, kjer je e; napaka. Ce z numeri¢nim algoritmom izra¢unamo bistveno boljsi
priblizek ao, velja r = ag + es.

Ker velja a1 +e; = ag + e, lahko ob predpostavki |e1]| >> |es] in |e2| & 0 izpeljemo as —a; =
el — ey X eg.

|a1 — az] je torej pesimisti¢na ocena absolutne napake,

ai—az

‘ pa ocena relativne napake.
a2

5.2 Uvod v sisteme linearnih enacb

Pod zgornjim naslovom razumemo sistem m linearnih enacb (E;,i =0,1,...,m — 1) z n neznan-
kami (z;,j =0,1,...,n —1):

Ey : A070 foty) + AO,l T + ... + AO,nfl Tp—1 = by
Ei: Ajpgxg + A + ...+ Aip—1Tpa = b
. . (5.1)
En1: An_100 + Ap_1121 + ...+ Ap—ip-1%Tn-1 = byt

Koeficienti A; ; in b; so znana Stevila.

V kolikor je desna stran enaka ni¢, torej b; = 0, imenujemo sistem homogen, sicer je sistem
nehomogen.

Sistem enacb lahko zapisemo tudi v matri¢ni obliki:

Ax=Db (5.2)

kjer sta A in b znana matrika in vektor, vektor x pa ni znan. Matriko A imenujemo ma-
trika koeficientov, vektor b vektor konstant (tudi: vektor prostih ¢lenov ali vektor stolpec
desnih strani) in x vektor neznank. Ce matriki A dodamo kot stolpec vektor b, dobimo t. i.
razsirjeno matriko in jo oznacimo [A|b].

Opomba glede zapisa:
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o skalarne spremenljivke piSemo posevno, npr.: a, 4,
o vektorske spremenljivke piSemo z majhno ¢rko poudarjeno, npr.: a,
o matri¢ne spremenljivke piSemo z veliko ¢rko poudarjeno, npr.: A.

5.2.1 O resitvi sistema linearnih enacb

from IPython.display import YouTubeVideo
YouTubeVideo (' 7YbyijGUbYw', width=800, height=300)

Rang matrike

Ce nad sistemom linearnih ena¢b izvajamo elementarne operacije:
o mnozenje poljubne enac¢be s konstanto (ki je razlicna od nic),
e spreminjanje vrstnega reda enacb,

o pristevanje ene enac¢be (pomnozene s konstanto) drugi enacbi,

resitve sistema ne spremenimo in dobimo ekvivalentni sistem enacb.

S pomocjo elementarnih operacij nad vrsticami matrike A jo lahko preoblikujemo v t. i.
vrsticno kanoni¢no obliko:

1. Ce obstajajo nicCelne vrstice, so te na dnu matrike,

2. prvi nenicelni element se nahaja desno od prvih nenicelnih elementov predhodnih vrstic,
3. prvi nenicelni element v vrstici imenujemo pivot in je enak 1,

4. pivot je edini nenicelni element v stolpcu.

Rang matrike predstavlja Stevilo nenicelnih vrstic v vrsti¢ni kanonic¢ni obliki matrike; stevilo
nenicelnih vrstic predstavlja stevilo linearno neodvisnih enacb in je enako stevilu pivotnih
elementov. Rang matrike je torej enak sStevilu linearno neodvisnih vrstic matrike.
Transponiranje matrike njenega ranga ne spremeni, zato je rang matrike enak tudi stevilu linearno
neodvisnih stolpcev matrike.

Primer preoblikovanja matrike A:

import numpy as np #uvozimo numpy
A = np.arange(9).reshape((3,3))+1

A

array([[1, 2, 3],
[4’ 5, 6]’
[7, 8, 911

Oc¢itno ima nenicelni element A[0,0] vrednost 1 in je pivotni element. Prvo vrstico A[O, :]
pomnozimo z -4 in produkt pristejemo drugi vrstici A[1,:]1-4A[0,:]:
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Al1l,:]1 -= A[1,0]1*A[O0,:]

A

array([[ 1, 2, 3],
(o, -3, -6],
(7, 8 91D

Podobno naredimo za tretjo vrstico:

A[2,:] -= A[2,0]1*A[O0,:]

A

array([[ 1, 2, 3],
L o, -3, -6,
[ o, -6, -1211)

Drugo vrstico sedaj delimo z A[1,1], da dobimo pivot:

Af1,:1 = A[1,:1/A[1,1]

A

array([[ 1, 2, 3],
L o, 1, 2],
[ o, -6, -12]11)

Odstejemo drugo vrstico od ostalih, da dobimo v drugem stolpcu ni¢le povsod, razen v drugi
vrstici vrednost 1:

A[O0,:] -= A[O,1]1*A[1,:] # odStevanje od prve vrstice
A

array([[ 1, o0, -1],
[ O) 1, 2],
[ 0, _6’ _12]])

A[2,:1 -= A[2,1]*A[1,:] # odStevanje od zadnje vrstice

A

array([[ 1, o0, -11,
[O’ 1’ 2]’
(Lo, 0, 0l

Imamo dve nenicelni vrstici; Matrika A ima dva pivota in predstavlja dve linearno neodvisni
enacbi. Rang matrike je 2.

A

array([[ 1, 0, -1],
[O: 1: 2]’
[0, 0, 01D

Rang matrike pa lahko doloc¢imo tudi s pomocjo numpy funkcije numpy.linalg.matrix_rank
(dokumentacija):

matrix_rank(M, tol=None)

kjer je M matrika, katere rang iS¢emo, tol opcijski parameter, ki dolo¢a mejo, pod katero se
vrednosti v algoritmu smatrajo enake nic.

np.linalg.matrix_rank(A)


https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.linalg.matrix_rank.html
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np.int64(2)

Ce velja 7 = rang(A) = rang([A|b]), potem resitev obstaja (recemo tudi, da je sistem
konsistenten).
Konsistenten sistem ima:

» natanko eno resitev, ko je stevilo neznank n enako rangu r (resitev je neodvisna) in
« mneskonéno mnogo resitev, ko je rang r manjsi od Stevila neznank n (resitev je odvisna od
n — r parametrov).

Najprej se bomo omejili na sistem m = n linearnih enac¢b z n neznankami ter velja n = r:
Ax=bh. (5.3)

Pod zgornjimi pogoji je matrika koeficientov A nesingularna (|A| # 0) in sistem ima resitev:

x=A"1b. (5.4)

Poglejmo si primer sistema, ko so ena¢be linearno odvisne (r < n):

A = np.array([[1 , 2],
(2, 411D
b = np.array([1, 2])
Ab = np.column_stack((A,b))
Ab

array([[1, 2, 1],
(2, 4, 21D

S pomocjo numpy knjiznice poglejmo sedaj rang matrike koeficientov in razsirjene matrike ter
determinanto z uporabo numpy.linalg.det (dokumentacija):

det (a)

kjer je a matrika (ali seznam matrik), katere determinanto iS¢emo; funkcija det vrne deter-
minanto (ali seznam determinant).

f'rang(A)={np.linalg.matrix_rank(A)}, rang(Ab)={np.linalg.matrix_rank(Ab)}, \
Stevilo neznank: {A.shape[1]}, det(A)={np.linalg.det(A)}'

'rang(A)=1, rang(Ab)=1, Stevilo neznank: 2, det(A)=0.0'
Poglejmo Se primer, ko resitve sploh ni (nekonsistenten sistem):
A = np.array([[1 , 2],

[2, 411D
b = np.array([1, 1])
Ab = np.column_stack((A,b))
Ab

array([[1, 2, 1],
(2, 4, 11D

f'rang(A)={np.linalg.matrix_rank(A)}, rang(Ab)={np.linalg.matrix_rank(Ab)}, \
Stevilo neznank: {A.shape[1]}, det(A)={np.linalg.det(A)}'

'rang(A)=1, rang(Ab)=2, Stevilo neznank: 2, det(A)=0.0'


https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.linalg.det.html
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5.2.2 Norma in pogojenost sistemov enacb

Numeriéna naloga je slabo pogojena, ¢e majhna sprememba podatkov povzroci veliko spremembo
rezultata. V primeru majhne spremembe podatkov, ki povzrocijo majhno spremembo rezultatov,
pa je naloga dobro pogojena.
Sistem enacb je ponavadi dobro pogojen, ¢e so absolutne vrednosti diagonalnih elementov
matrike koeficientov velike v primerjavi z absolutnimi vrednostmi izven diagonalnih elementov.
Za sistem linearnih ena¢b A x = b lahko racunamo Stevilo pogojenosti (angl. condition
number):

cond(A) = [|A[| [[A7H]]. (5.5)

Z ||A|| je oznacena norma matrike.
Obstaja veC nacinov racunanja norme; navedimo dve:

o Evklidska norma (tudi Frobeniusova):

1Alle =

>y A2 (5.6)

i=1 j=1

« Norma vsote vrstic ali tudi neskonc¢na norma:

1<i<n 4

1A loo = max Y | Ayl (5.7)
7j=1

Pogojenost racunamo z vgrajeno funkcijo numpy.linalg.cond (dokumentacija):
cond(x, p=None)

ki sprejme dva parametra: matriko x in opcijski tip norme p (privzeti tip je None; v tem pri-
meru se uporabi 2-norma (razmerje najvecje in najmanjse singularne vrednosti); za Frobeniusovo
normo je treba podati p='fro').

Ce je stevilo pogojenosti majhno, potem je matrika dobro pogojena in obratno - pri slabi
pogojenosti se stevilo pogojenosti zelo poveca.

Zal je izracun pogojenosti matrike numeri¢no relativno zahteven.

Primer slabo pogojene matrike

Pogledali si bomo slabo pogojen sistem, kjer bomo z malenkostno spremembo na matriki koefici-
entov povzrocili veliko spremembo resitve.
Matrika koeficientov:

A = np.array([[1 , 1],

[1, 1.00001]11)
np.linalg.cond(A)
np.float64(400002.0000028382)
Vektor konstant:

b = np.array([3, -3])
Ab = np.column_stack((A,b))
Ab

array([[ 1. , 1. , 3. 1,
[ 1. , 1.00001, -3. 1D

Preverimo rang in determinanto:


https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.linalg.cond.html
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f'rang(A)={np.linalg.matrix_rank(A)}, rang(Ab)={np.linalg.matrix_rank(Ab)}, \
Stevilo neznank: {A.shape[1]}, det(A)={np.linalg.det(A)}'

'rang (A)=2, rang(Ab)=2, Stevilo neznank: 2, det(A)=1.000000000006551e -05'
Od druge enacbe odstejemo prvo:

Ab[1,:] -= Ab[O,:]
Ab

array([[ 1.e+00, 1.e+00, 3.e+00],
[ 0.e+00, 1.e -05, -6.e+00]1])

Dolo¢imo x1:

x1 = Ab[1,2]/Ab[1,1]
x1

np.float64( -599999.9999960692)

Preostane se dolocitev x0:

x0 = (Ab[0,2] - Ab[0,1]*x1)/Ab[0,0]
x0

np.float64(600002.9999960692)

Malenkostno spremenimo matriko koeficientov in ponovimo reSevanje:

A = np.array([[1 , 1],
[1, 1.0001]]) # <= tukaj smo spremenili 1.00001 na 1.0001
np.linalg.cond(A)

np.float64(40002.00007491187)

Ponovimo izracun:

Ab = np.column_stack((A,b))

f'rang(A)={np.linalg.matrix_rank(A)}, rang(Ab)={np.linalg.matrix_rank(Ab)}, \
Stevilo neznank: {len(A[:,0])}, det(A)={np.linalg.det(A)}'

Ab[1,:] -= Ab[0,:]

x1_ Ab[1,2]/Ab[1,1]

x0_ = (Ab[0,2] - Ab[0,1]*x1_)/Ab[0,0]

Primerjamo obe resitvi:

[x0, x1] # prva reSitev

[np.float64(600002.9999960692), np.float64( -599999.9999960692) ]
[x0_, x1_] # druga reSitev

[np.float64(60003.00000000661), np.floaté4( -60000.00000000661)]

Ugotovimo, da je malenkostna sprememba enega koeficienta v matriki koeficientov povzrocila
veliko spremembo v rezultatu. Majhni spremembi podatkov se ne moremo izogniti, zaradi zapisa
podatkov v racunalniku.



Poglavje 5. Uvod v numericne metode in sistemi linearnih enacb 97

5.2.3 Numeric¢no resevanje sistemov linearnih enacb

Pogledali si bomo dva, v principu razliéna pristopa k resevanju sistemov linearnih enacb:

A) Direktni pristop: nad sistemom enac¢b izvajamo elementarne operacije, s katerimi pre-
delamo sistem enacb v lazje resljivega,

B) Iterativni pristop: izberemo zacetni priblizek, nato pa priblizek iterativno izboljsujemo.

5.3 Gaussova eliminacija

Predpostavimo, da resujemo sistem n enacb za n neznank, ki ima rang n. Tak sistem je enoli¢no
resljiv.

Gaussova eliminacija spada med direktne metode, saj s pomocjo elementarnih vrsti¢nih opera-
cij sistem enacb prevedemo v zgornje poravnani trikotni sistem (pod glavno diagonalo v razsirjeni
matriki so vrednosti ni¢).

Najprej pripravimo razsirjeno matriko koeficientov:

Aoo Apqr -+ Aop— bo
A1 Arg - Aipa b1
[Ab] = | . S . . (5.8)
An—l,O An—l,l te An—l,n—l bn—l

Gaussovo eliminacijo si bomo pogledali na zgledu:

A = np.array([[ 8., -6, 3],
[ -6, 6, -6],
[ 3, -6, 611)
b = np.array([ -14, 36, 6])

Ab = np.column_stack((A,b))
Ab
array([[ 8., -6., 3., -14.],
[ -6., 6., -6., 36.],
[ 3., -6., 6., 6.1D
Korak 0: prvo vrstico pomnozimo z Ab[1,0]/Ab[0,0]=-6/8 in odstejemo od druge:

Ab[1,:] -= Ab[1,0]/Ab[0,0] * ADb[O,:]
Ab

[ 8. , -6. , 3., -14. 1,
[ 0. , 1.5, -3.75, 25.51,
[ 3. , -6. , 6. , 6. 11

array ([

Nato prvo vrstico pomnozimo z Ab[2,0]/Ab[0,0]=3/8 in odStejemo od tretje:

Ab[2,:] -= Ab[2,0]/Ab[0,0] * Ab[O,:]
Ab

[ s. , —6. , 3. , —14. 1,
[ o. , 1.5 , -3.75, 25.5 1],
[ o. , —3.75 , 4.875, 11.25 11)

array ([

Korak 1: drugo vrstico pomnozimo z Ab[2,1]/Ab[1,1]=-3.75/1.5 in odstejemo od tretje:

Ab[2,:]1 -= Ab[2,1]/Ab[1,1] * Ab[1,:]
Ab
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array([[ 8. , -6. , 3. , -14. 1],
[ 0. , 1.5, -3.75, 25.51],
[ 0. |, 0. , -4.5, 75. 1D

S pomocjo pripravljenega modula moduli/gauss_prikaz.py lahko postopek tudi animiramo:
m=-0.7
1-=0

Dobili smo zgornje trikotno matriko in Gaussova eliminacija je koncana. Lahko izra¢unamo
resitev, torej dolo¢imo vektor neznank x z obratnim vstavljanjem.
Iz zadnje vrstice zgornje trikotne matrike izracunamo zs:

Ab

array([[ 8. , -6. |, 3. , -14. 1,
[ 0. , 1.5, -3.75, 25.51,
[ 0. , o. , -4.5, 75. 11

x = np.zeros(3) #pripravimo prazen seznam
x[2] = Ab[2, -1]1/Ab[2,2]
X

array([ O. , 0. , —16.66666667])

S pomocjo predzadnje vrstice izracunamo xi:

Ab
array([[ 8. , -6. |, 3. , -14. 1,
[ 0. , 1.5, -3.75, 25.517,
[ o. , 0. , -4.5, 75. 1)
x[1] = (Ab[1, -1] - Ab[1,2]1*x[2]) / Ab[1,1]
X
array([ 0. , —24.66666667, -16.66666667])

S pomocjo prve vrstice nato izraCunamo xg:

Ab

array([[ 8. , -6. , 3. , -14. 1],
[ 0. , 1.5, -3.75, 25.51],
[ 0. |, 0. , -4.5, 75. 1D
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x[0] = (Ab[0,3] - Ab[0,1:3]J@x[1:]) / Ab[0,0]
X

array([ -14. , —24.66666667, -16.66666667])
Preverimo resitev:
AQ@x-Db

array([ -3.55271368e -15, 7.10542736e -15, 7.10542736e -15])

Povzetek Gaussove eliminacije
V modul orodja.py shranimo funkciji:

def gaussova_eliminacija(A, b, prikazi_korake = False):
Ab = np.column_stack((A, b))
for p, pivot_vrsta in enumerate(Ab[: -1]):
for vrsta in Ab[p+1:]:
if pivot_vrstalp]:
vrstalp:] -= pivot_vrstalp:]*vrstalpl/pivot_vrstalp]
else:
raise Exception('Deljenje z 0.')
if prikazi_korake:
print ('Korak: {:g}'.format(p))
print (Ab)
return Ab

def gaussova_el_resitev(Ub):

v = len(Ub)
x = np.zeros(v)
for p, pivot_vrsta in enumerate(Ub[:: -1]):

x[v -p -1] = (pivot_vrstal -1] - pivot_vrstalv -p: -1] @ x[v -p:] ) /
(pivot_vrstalv -p -11)
return x

Algoritem, s katerim iz zgornje trikotnega sistema enacb U x = b izracunamo reSitev, imenu-
jemo obratno vstavljanje (angl. back substitution); U je zgornje trikotna matrika.

V kolikor bi resevali sistem Lx = b in je L spodnje trikotna matrika, bi to metodo imenovali
direktno vstavljanje (angl. forward substitution).

Ub = gaussova_eliminacija(A, b, prikazi_korake=False)

Ub

array([[ 8. , -6. |, 3. , -14. 1,
[ 0. , 1.5, -3.75, 25.5 1],
[ 0. , 0. , -4.5, 75. 11

gaussova_el_resitev(Ub)

array ([ -14. , —24.66666667, -16.66666667])

5.3.1 Numeric¢na zahtevnost

Numeriéno zahtevnost ocenjujemo po stevilu matemati¢nih operacij, ki so potrebne za izraéun. Za
reSitev n linearnih enac¢b tako z Gaussovo eliminacijo potrebujemo priblizno n®/3 matemati¢nih
operacij. Za doloéitev neznank x potrebujemo e dodatnih priblizno n? operacij.

Pri Gaussovi eliminaciji smo eliminacijo izvedli samo za ¢lene pod diagonalo; ¢e bi z eliminacijo
nadaljevali in jo izvedli tudi za Clene nad diagonalo, bi izvedli t. i. Gauss-Jordanovo eliminacijo,
za katero pa potrebujemo skupaj priblizno n3/2 operacij, torej dodatnih priblizno n3/6 (kar se
steje kot glavna slabost te metode).
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5.3.2 Uporaba knjiZznice numpy

Resevanje sistema linearnih enac¢b z numpy.linalg.solve (dokumentacija):
solve(a, b)

kjer je a matrika koeficientov (ali seznam matrik) in je b vektor konstant (ali seznam vektor-
jev). Funkcija vrne vektor (ali seznam vektorjev) resitev.

np.linalg.solve(A, b)

array([ -14. , —24.66666667, -16.66666667])

5.4 Dodatno

5.5 Primer simbolnega resevanja sistema linearnih enacb v
okviru sympy

import sympy as sym
sym.init_printing()

A11, A12, A21, A22 = sym.symbols('Al1l, A12, A21, A22')
x1, x2 = sym.symbols('xl, x2')
bl, b2 = sym.symbols('bl, b2')
A = sym.Matrix([[A11, A12],
[A21, A22]])
x = sym.Matrix([[x1],

[x211)
b = sym.Matrix([[b1],
[(b211)
eq = sym.Eq(A*x,b)
€q
Az + A12902] [51]
= 5.9
|:A21931 + Agowo ba (5:9)
#Y/htimeit
resitev = sym.solve(eq, [x1, x2])
resitev
{ﬂm _ —Aiabo + Agoby o : Aq1by — Ag1by } (5.10)
C A1 Agy — AjpAoT T A Agg — ArpAg .
A.det()

A1 — A12An (5.11)


https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.linalg.solve.html

Poglavje 6

Sistemi linearnih enacb -
nadaljevanje

6.1 Razcep LU

Za resitev sistema linearnih enacb zahteva Gaussov eliminacijski postopek najmanjse stevilo ra-
c¢unskih operacij.

V primeru, ko se matrika koeficientov A ne spreminja in se spreminja zgolj vektor konstant
b, se je mogoce izogniti ponovni Gaussovi eliminaciji matrike koeficientov. Z razcepom matrike
A lahko pridemo do resitve z manj racunskimi operacijami. V ta namen si bomo pogledali razcep
LuU!

Poljubno matriko lahko zapisemo kot produkt dveh matrik:

A=BC. (6.1)

Pri tem je moznosti za zapis matrik B in C neskoncno veliko.
Pri razcepu LU zahtevamo, da je matrika B spodnje trikotna in matrika C zgornje trikotna:

A=LU. (6.2)

Vsaka od matrik L in U ima (n 4 1) n/2 neni¢elnih elementov; skupaj torej n? + n neznank.
Znana matrika A definira n? vrednosti. Za enoli¢no dolo¢itev matrik L in U torej manjka n enach.
Tukaj bomo uporabili razcep LU, ki dodatne enacbe pridobi s pogojem L;; = 1,4 =0,1,...,n—1.

Sistem linearnih enach:

Ax =D (6.3)
torej zapiSemo z razcepom matrike A:
LUx=hb. (6.4)
~~
y

Do resitve sistema Ax = b sedaj pridemo tako, da resimo dva trikotna sistema enacb.
Najprej izracunamo vektor y:

Ly =b. (direktno vstavljanje) (6.5)

Ko je y izracunan, lahko iz:

Ux=y (obratno vstavljanje) (6.6)

dolo¢imo x.

101
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6.1.1 Razcep LU matrike koeficientov A

V nadaljevanju bomo pokazali, da Gaussova eliminacija dejansko predstavlja razcep LU matrike
koeficientov A. Pri tem si bomo pomagali s simbolnim izracunom, zato uvozimo paket sympy:

import sympy as sym # uvozimo sympy
sym.init_printing() # za lep prikaz izrazov

Prikaz za¢nimo na primeru simbolno zapisanih matrik L in U dimenzije 3 x 3:

L21, L31, L32 = sym.symbols('L21, L31, L32')
Ui1, U12, U13, U022, U23, U33 = sym.symbols('Ul1l, U12, U13, U22, U23, U33')
L = sym.Matrix([[ 1, 0, O],
(L21, 1, o0,
[L31, L32, 111)
U = sym.Matrix([[U11, U12, U13],
[ o0, U22, U23],
[ 0o, 0, U331

Matrika koeficientov A zapisana z elementi matrik L in U torej je:

A = LxU
A

Ui Uiz U3
LowUir LogUia + Usa L21Uiz + Uss (6.7)
L31Ui1 L31Uia + L3aUazo  L31Uiz + L3oUaz + Uss

Izvedimo sedaj Gaussovo eliminacijo nad matriko koeficientov A.
S pomocjo prve vrstice izvedemo Gaussovo eliminacijo v prvem stolpcu:

Al1,:]1 -= L21 = A[O,:]
A[2,:] -= L31 x A[O,:]
A

(f11 [f12 1]13
0 Usa 1]23 (6.8)
0 L3Uzs L32Uz3 + Uss

Nadaljujemo v drugem stolpcu:

A[2,:] -= L32 % A[1,:]
A

Ui Ui Uiz
0 Uss Uss (6£D
0 0 Uss

Iz zgornje eliminacije ugotovimo:

1. matrika U je enaka matriki, ki jo dobimo, ¢e izvedemo Gaussovo eliminacijo nad matriko
koeficientov A.

¢ izven diagonalni ¢leni L so faktorji, ki smo jih uporabili pri Gaussovi eliminaciji.
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6.1.2 Numeri¢na implementacija razcepa LU

Numeri¢no implementacijo si bomo pogledali na sistemu, ki je definiran kot:

import numpy as np

A = np.array([[8, -6, 3],

[ -6, 6, -6],

[3, -6, 6]], dtype=float)
b = np.array([ -14, 36, 6], dtype=float)

Izvedimo Gaussovo eliminacijo in koeficiente, s katerim mnozimo pivotno vrsto m, shranimo v
matriko L na mesto z indeksi, kot jih ima v matriki A eliminirani element.

(v, s) = A.shape # v=S8tevilo vrstic, s=3tevilo stolpcev
U = A.copy() # pripravimo matriko U kot kopijo A
L = np.zeros_like(A) # pripravimo matriko L dimenzije enake A (vrednosti 0)
## eliminacija
for p, pivot_vrsta in enumerate(U[: -1]):
for i, vrsta in enumerate(U[p+1:]):
if pivot_vrstalp]:
m = vrstal[p]/pivot_vrstalp]
vrstalp:] = vrstalp:] -pivot_vrstalp:]#*m
Llp+i+i, p] = m
print ('Korak: {:g}'.format(p))

print (U)
Korak: O
[[ 8. -6. 3. 1
[ o. 1.5 -3.75 1]
[ 0. -3.75 4.875]11]
Korak: 1
[[ 8. -6. 3. 1]
[ o. 1.5 -3.75]
[o. 0. -4.511]
L
array ([[ 0. , O. , 0. ],
[ -0.75 , O. , 0. 1,
[ 0.375, -2.5 , 0. 11D

Dopolnimo diagonalo L:

for i in range(v):

L[i, il = 1.
L
array([[ 1. , o. , 0. 1,
[-0.75 , 1. , 0. 1,
[0.375, -=2.5 , 1. 11)

Sedaj resimo spodnje trikotni sistem enacb Ly = b:

## direktno vstavljanje
y = np.zeros_like(b)
for i, b_ in enumerate(b):
y[il = (b_ - np.dot(L[i, :il, y[:i1))
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n

—-

array([ -14. , 25.5, 75. 1)

Nadaljujemo z resSevanjem zgornje trikotnega sistema Ux = y:

U

array([[ 8. , -6. , 3. 1,
[ 0. , 1.5, -3.75],
[o. , 0. , -4.51D

y

array([ -14. , 25.5, 75. 1)

## obratno vstavljanje
x = np.zeros_like(b)
for i in range(v -1, -1, -1):
x[i]l = (y[i] - np.dot(U[i, i+1:1, x[i+1:1)) / U[i, il
X

array ([ -14. , —24.66666667, -16.66666667])

Kakor smo navedli zgoraj, ob spremembi vektorja konstant b ponovna Gaussova eliminacija

potrebna. Izvesti je treba samo direktno in nato obratno vstavljanje. Poglejmo primer:
b = np.array([ -1., 6., 7.1)
y = np.zeros_like(b)
for i, b_ in enumerate(b):#direktno vstavljanje
y[il = (b_ - np.dot(L[i, :i], y[:1]))
x = np.zeros_like(b)
for i in range(v -1, -1, -1):# obratno vstavljanje
x[i] = (y[i] - np.dot(U[i, i+1:], x[i+1:1)) / U[i, i]
X
array ([ -4.33333333, -7.88888889, -4.55555556])
A.dot(x)

array([ -1., 6., 7.1)

6.2 Pivotiranje

Poglejmo si spodnji sistem enach:

A = np.array([[0, -6, 6],
[ -6, 6, -6],
[8, -6, 3]]1, dtype=float) # poskusite tukaj izpustiti dtype=float in
preverite rezultat

b = np.array([6, 36, -14], dtype=float)

Ce bi izvedli Gaussovo eliminacijo v prvem stolpcu matrike A:
A[1,:]1 - A[1,0]1/A[0,0] * A[O,:]

/tmp/ipykernel_342475/3999418912.py:1: RuntimeWarning: divide by zero encountered in
scalar divide

Af1,:1 - A[1,01/A[0,0]1 * A[O,:]
/tmp/ipykernel_342475/3999418912.py:1: RuntimeWarning: invalid value encountered in
multiply

Af1,:] - A[1,0]/A[0,0] * A[O,:]
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array([ nan, -inf, inf])

Opazimo, da imamo tezavo z deljenjem z 0 v prvi vrstici. Elementarne operacije, ki jih nad
sistemom lahko izvajamo, dovoljujejo zamenjavo poljubnih vrstic. Sistem lahko preuredimo tako,
da pivotni element ni enak 0. Vseeno se lahko zgodi, da ima pivotni element, s katerim delimo,
zelo majhno vrednost €. Ker bi to povecevalo zaokrozitveno napako, izmed vseh vrstic za pivotno
vrstico izberemo tisto, katere pivot ima najveéjo absolutno vrednost.

Ce med Gaussovo eliminacijo zamenjamo vrstice tako, da je pivotni element najveéji, to
imenujemo pivotiranje vrstic ali tudi delno pivotiranje. Tako dosezemo, da je Gaussova
eliminacija numeri¢no stabilna.

Pokazati je mogoce, da pri reSevanju sistema ena¢b A x = b, pri katerem je matrika A diago-
nalno dominantna, pivotiranje po vrsticah ni potrebno. Resevanje je brez pivotiranja numeri¢no
stabilno.

Kvadratna matrika A dimenzije n je diagonalno dominantna, ¢e je absolutna vrednost
diagonalnega elementa vsake vrstice vecja od vsote absolutnih vrednosti ostalih elementov v
vrstici:

n

[Aiil > > Ayl (6.10)
j=1,j#i

6.2.1 Gaussova eliminacija z delnim pivotiranjem

Pogledali si bomo Gaussovo eliminacijo z delnim pivotiranjem. Brez delnega pivotiranja v
i-tem koraku eliminacije izberemo vrstico ¢ za pivotiranje. Pri delnem pivotiranju pa najprej
preverimo, ali je ¢-ti diagonalni element po absolutni vrednosti najvec¢ji element v stolpcu ¢ na
ali pod diagonalo; ¢e ni, zamenjamo vrstico ¢ s tisto vrstico pod njo, v kateri je v stolpcu ¢
po absolutni vrednosti najvecji element. Z delnim pivotiranjem zmanjsamo vpliv zaokrozitvene
napake na rezultat.

V kolikor bi izvedli polno pivotiranje, bi poleg zamenjave vrstic uporabili tudi zamenjavo
vrstnega reda spremenljivk (zamenjava stolpcev). Polno pivotiranje izboljsa stabilnost, se pa
redko uporablja in ga tukaj ne bomo obravnavali.

Algoritem za Gaussovo eliminacijo z delnim pivotiranjem torej je:

def gaussova_eliminacija_pivotiranje(A, b, prikazi_korake=False):
""" Vrne Gaussovo eliminacijo razSirjene matrike koeficientov,
uporabi delno pivotiranje.

:param A: matrika koeficientov
:param b: vektor konstant
:param prikazi_korake: ali izpiSem posamezne korake
:return Ab: trapezna razSirjena matrika koeficientov
Ab = np.column_stack((A, b))
for p in range(len(Ab) -1):
p_max = np.argmax(np.abs(Ab[p:,p]))+p
if p != p_max:
Av[[pl, :1, Ab[[p_max], :] = Ab[[p_max], :1, Ab[[p]l, :]
pivot_vrsta = Ab[p, :]
for vrsta in Ab[p + 1:]:
if pivot_vrstalp]:
vrstal[p:] -= pivot_vrstalp:] * vrstalp] / pivot_vrstalp]
if prikazi_korake:
print ('Korak: {:g}'.format(p))
print ('Pivot vrsta:', pivot_vrsta)
print (Ab)
return Ab
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A

array([[ 0., -6., 6.1,
[ -6., 6., -6.],
[ 8., -6., 3.1

Ab = gaussova_eliminacija_pivotiranje(A, b, prikazi_korake=True)

Korak: O
Pivot vrsta: [ 8. -6. 3. -14.]
[[ 8. -6. 3. -14. ]

[ o. 1.5 -3.75 25.5 ]

[ o. -6. 6. 6. 1]
Korak: 1
Pivot vrsta: [ 0. -6. 6. 6.]

[[ 8. -6. 3. -14. 1]

[ o. -6. 6. 6. ]

[ o. 0. -2.26 27. 1]

6.2.2 Razcep LU z delnim pivotiranjem

Podobno kakor pri Gaussovi eliminaciji lahko tudi razcep LU razsirimo z delnim pivotiranjem.
Resevanje tako postane numeri¢no stabilno. Pri tem moramo shraniti informacijo o zamenjavi
vrstic, ki jo potem posredujemo v funkcijo za resitev ustreznih trikotnih sistemov.

def LU_razcep_pivotiranje(A, prikazi_korake=False):
""" Vrne razcep LU matriko in vektor zamenjanih vrstic pivotiranje,
uporabi delno pivotiranje.

:param A: matrika koeficientov
:param prikazi_korake: izpiSem posamezne korake
:return LU: LU matrika
:return pivotiranje: vektor zamenjave vrstic (pomembno pri iskanju reSitve)
LU = A.copyO)
pivotiranje = np.arange(len(A))
for p in range(len(LU) -1):
p_max = np.argmax(np.abs(LU[p:,pl))+p
if p != p_max:
LUllp], :1, LU[[p_max], :] = LU[[p_max], :1, LU[[p], :]
pivotiranje([p], pivotiranje[p_max] = pivotiranje[p_max], pivotiranje[p]
pivot_vrsta = LU[p, :]
for vrsta in LU[p + 1:]:
if pivot_vrstalp]:
m = vrstalp] / pivot_vrstalp]
vrstal[p:] -= pivot_vrstalp:] * m
vrstalp] = m
else:
raise Exception('Deljenje z 0.')
if prikazi_korake:
print ('Korak: {:g}'.format(p))
print('Pivot vrsta:', pivot_vrsta)
print (LU)
return LU, pivotiranje

Poglejmo si primer:

A = np.array([[0, -6, 6],

[ -6, 6, -6],

[8, -6, 3]], dtype=float)
b = np.array([ -14, 36, 6], dtype=float)
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lu, piv = LU_razcep_pivotiranje(A, prikazi_korake=True)

Korak: O
Pivot vrsta: [ 8. -6. 3.]
[[ 8. -6. 3. 1
[ -0.75 1.5 -3.75]
[0. -6. 6. 1]
Korak: 1
Pivot vrsta: [ 0. -6. 6.]
[[ 8. -6. 3. 1

[ 0. -6. 6. 1]
[ -0.75 -0.25 -2.25]]

V zgornjem primeru smo uporabili kompakten nac¢in zapisa trikotnih matrik L in U; vsaka je
namrec definirana s 6 elementi, pri matriki L pa vemo, da so diagonalni elementi enaki 1. Matrika
1lu tako vsebuje 3 x 3 = 9 elementov:

1lu

array([[ 8. , -6. , 3. 1,
ro. ,-6. , 6. 1,
[ -0.75, -0.25, -2.2511)

Na diagonali in nad diagonalo so vrednosti zgornje trikotne matrike U, pod diagonalo pa
so poddiagonalni elementi matrike L. Pri izracunu resitve bomo upostevali, da so diagonalne
vrednosti L enake 1.

Numeriéni seznam piv nam pove, kako so bile zamenjane vrstice, kar je treba upostevati pri
izracunu resitve:

piv
array([2, 0, 1])
Dolo¢imo sedaj Se resitev (koda za racunanje resitve je v modulu orodja.py)
from moduli import orodja
r = orodja.LU_resitev_pivotiranje(lu, b, piv)
r
array([ -3.66666667, -14.11111111, -16.44444444])
Preverjanje resitve:
Aer

array([ -14., 36., 6.1)

6.3 Modul SciPy

Modul SciPy temelji na numpy modulu in vsebuje veliko razlicnih visokonivojskih progra-
mov/modulov/funkcij. Teoretiéno ozadje modulov so seveda razliéni numericni algoritmi; ne-
katere spoznamo tudi v okviru tega ucbenika. Dober vir teh numeri¢nih algoritmov v povezavi s
SciPy predstavlja dokumentacija. Za odlicen uvod v SciPy si lahko ogledate YouTube posnetek:
SciPy Tutorial (2022): For Physicists, Engineers, and Mathematicians.

Kratek pregled hierarhije modula:

o Linearna algebra (scipy.linalg)
« Integracija (scipy.integrate)


https://docs.scipy.org/doc/scipy/tutorial/index.html
https://www.youtube.com/watch?v=jmX4FOUEfgU
https://www.youtube.com/watch?v=jmX4FOUEfgU
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/linalg.html
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/integrate.html
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o Optimizacija (scipy.optimize)

« Interpolacija (scipy.interpolate)

o Fourierjeva transformacija (scipy.fft)

o Redke matrike (scipy.sparse)

o Statistika (scipy.stats)

o Procesiranje signalov (scipy.signal)

o Posebne funkcije (scipy.special)

o Vecdimenzijsko procesiranje slik (scipy.ndimage)

o Delo z datotekami (scipy.io)

V sledecih predavanjih si bomo nekatere podmodule podrobneje pogledali.
Poglejmo si, kako je znotraj SciPy implementiran razcep LU:

from scipy.linalg import lu_factor, lu_solve

Funkcija scipy.linalg.lu_factor (dokumentacija):
lu_factor(a, overwrite_a=False, check_finite=True)

zahteva vnos matrike koeficientov (ali seznama matrik koeficientov) a, overwrite_a v primeru
True z rezultatom razcepa prepise vrednost a (to je lahko pomembno, da se prihrani spomin in
poveca hitrost). Funkcija 1u_factor vrne terko (lu, piv):

e lu- L \ U matrika (matrika, ki je enake dimenzije kot a, vendar pod diagonalo vsebuje
elemente L, preostali elementi pa definirajo U; diagonalni elementi L imajo vrednosti 1.

e piv - pivotni indeksi, predstavljajo permutacijsko matriko P: vrsta i matrike a je bila
zamenjana z vrsto piv[i] (v vsakem koraku se uposteva predhodno stanje, malo drugac¢na
logika kot v nasi funkciji LU_razcep_pivotiranje).

lu_factor uporabljamo v paru s funkcijo scipy.linalg.lu_solve (dokumentacija), ki nam

poda resitev sistema:

lu_solve(lu_and_piv, b, trans=0, overwrite_b=False, check_finite=True)

lu_and_piv je terka rezultata (lu, piv) iz lu_factor, b je vektor (ali seznam vektorjev)
konstant. Ostali parametri so opcijski.
Poglejmo si uporabo:

A

np.array([[0, -6, 6],

[ -6, 6, -6],

[8, -6, 3]], dtype=float)
b = np.array([ -14, 36, 6], dtype=float)

lu, piv = lu_factor(A)

1u
array([[ 8. , -6. , 3. 1,
o. ,-6. , 6. 1,
[ -0.75, -0.25, -2.25]1)
piv

array([2, 2, 2], dtype=int32)
Pridobimo resitev:

r = lu_solve((lu, piv), b)
r

array([ -3.66666667, -14.11111111, -16.44444444]7)
Preverimo ustreznost resitve:

Aor

array([ -14., 36., 6.])


https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/optimize.html
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/interpolate.html
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/fft.html
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/sparse.html
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/stats.html
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/signal.html
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/special.html
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/ndimage.html
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/io.html
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.linalg.lu_factor.html
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.linalg.lu_solve.html
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6.4 Racunanje inverzne matrike

Inverzno matriko h kvadratni matriki A reda n x n ozna¢imo z A~'. Je matrika reda n x n,
taksna, da velja

AATT=ATA=T (6.11)

kjer je I enotska matrika.
Najbolj uc¢inkovit nacin za izracun inverzne matrike od matrike A je resitev matri¢ne enacbe:

AX =1 (6.12)

Matrika X je inverzna matriki A: A~! = X.
Izracun inverzne matrike je torej enak resevanju n sistemov n linearnih enacb:

Ax;=b;, i=0,1,2,...,n—1, (6.13)

kjer je b; i-ti stolpec matrike B = 1.

Numeric¢na zahtevnost: izvedemo razcep LU nad matriko A (racunski obseg reda n?) in nato
poiséemo resitev za vsak x; (2n? racunskih operacij za vsak i). Skupni rac¢unski obseg je torej Se
vedno reda n3. (Ce bi n krat izvajali Gaussovo eliminacijo, bi bil obseg reda n*.)

lu_piv = lu_factor(A)
lu_piv

(array([[ 8. , -6. , 3. 1,
[o. ,-6. , 6. 1,
[ -0.75, -0.25, -2.251]),
array([2, 2, 2], dtype=int32))

Tukaj se sedaj pokaze smisel razcepa LU; razcep namreé izracunamo samo enkrat in potem
za, vsak vektor konstant poiscemo resitev tako, da resimo dva trikotna sistema. Ce bi sisteme
resevali po Gaussovi metodi, bi rabili (n® 4+ n?)n ra¢unskih operacij.

Izracunajmo inverzno matriko od matrike A. Najprej z uporabo np.identity() pripravimo
enotsko matriko:

np.identity(len(4))

array([[1., 0., 0.1,
[0., 1., 0.7,
(0., 0., 1.11D

Nato resimo sistem enacb za vsak stolpec enotske matrike:

A_inv = np.zeros_like(A) #zeros_like vrne matriko oblike in tipa matrike A z
vrednostmi O
for b, a_inv in zip(np.identity(len(A)), A_inv):
a_inv[:] = lu_solve(lu_piv, b)
A_inv = A_inv.T

Resitev torej je:

A_inv

array([[ -0.16666667, -0.16666667, O. 1,
[ -0.27777778, -0.44444444, -0.33333333],
[ -0.11111111, -0.44444444, -0.33333333]])

Preverimo resitev:
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AQA_inv

array([[ 1.00000000e+00, 0.00000000e+00, 1.11022302e -16],
[ 2.22044605e -16, 1.00000000e+00, -1.11022302e -16],
[ -1.66533454e -16, 0.00000000e+00, 1.00000000e+00]1])

Resitev z uporabo Numpy:

#hhtimeit
np.linalg.inv(A)

array([[ -0.16666667, -0.16666667, O. 1,
[ -0.27777778, -0.44444444, -0.33333333],
[ -0.11111111, -0.44444444, -0.33333333]11)

Z ustrezno uporabo funkcij iz modula SciPy lahko do resitve pridemo sSe hitreje. V funkcijo
lu_solve lahko vstavimo vektor b ali matriko B, katere posamezni stolpec ¢ predstavlja nov
vektor konstant b;.

#htimeit
lu_solve(lu_piv, np.identity(len(A)))
array([[ -0.16666667, -0.16666667, O. ]

[ -0.27777778, -0.44444444, -0.33333333],
[ -0.11111111, -0.44444444, -0.33333333]11])

6.5 Resevanje predolocenih sistemov

from IPython.display import YouTubeVideo
YouTubeVideo ('N6upu99LbfQ', width=800, height=300)

rang(A|b) =3

Kadar resujemo sistem m linearnih enacb z n neznankami ter velja m > n in je rang razsirjene
matrike [A | b] enak n + 1, imamo predoloceni (nekonsistenten) sistem.
Predoloceni (tudi nekonsistenten sistem):

Ax =D, (6.14)

nima resitve. Lahko pa pois¢emo najboljsi priblizek resitve z metodo najmanjsih kvadratov.
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Vsota kvadratov preostankov je definirana s skalarnim produktom:

7> = (Ax —b)' (Ax —b) (6.15)

kar preoblikujemo v:

|r)|* = x"ATAx — 2bT Ax + bTb, (6.16)

kjer smo upostevali, da zaradi skalarne vrednosti velja: b” Ax = (b”(Ax))T = (Ax)"b.
Resitev enacbe, gradient vsote kvadratov, dolo¢a njen minimum:

V. |7 = 2ATAx —2ATb =0 (6.17)

Tako iz normalne enacbe:

ATAx=ATb (6.18)

dolo¢imo najboljsi priblizek resitve:

x=(ATA)'ATb. (6.19)

7 vpeljavo psevdo inverzne matrike:

At = (ATA) T AT (6.20)

k matriki A je resitev predolocenega sistema zapisana:

x=ATh. (6.21)

Zgoraj predstavljen postopek je relativno enostaven, je pa numeri¢no zahteven in lahko v
nekaterih primerih slabo pogojen; priporoceno je, da v praksi psevdo inverzno matriko izra¢unamo
z uporabo funkcij:

e numpy.linalg.pinv iz modula numpy (dokumentacija),
o Funkcij pinv ali pinvh iz modula scipy.linalg (izbira je odvisna od obravnavanega pro-
blema; glejte dokumentacijo),

ki temeljijo na boljsih numeri¢ni metodah.
Primer sistema z enoli¢no resitvijo:

## Stevilo enacb enako Stevilu neznank
A = np.array([[1., 2],

(2, 31
b = np.array([5., 8])
np.linalg.solve(A, b)

array([1., 2.1)

Naredimo sedaj predoloceni sistem (funkcija numpy . vstack (dokumentacija) zlozi sezname kot
vrstice, numpy .random.seed (dokumentacija) ponastavi generator nakljuénih Stevil na vrednost
semena seed, numpy.random.normal (dokumentacija) pa generira normalno porazdeljeni seznam
dolzine size in standardne deviacije scale):

vA = np.vstack([A,A,A])

np.random. seed (seed=0)

vA += np.random.normal(scale=0.01, size=vA.shape) # pokvarimo reSitev -> sistem je
predolocCen

vA # matrika koeficientov


https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.linalg.pinv.html
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/linalg.html
https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.vstack.html
https://numpy.org/doc/stable/reference/random/legacy.html
https://numpy.org/doc/stable/reference/random/generated/numpy.random.normal.html
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array([[1.01764052, 2.00400157],

2
[2.00978738, 3.02240893],
[1.01867558, 1.99022722],
[2.00950088, 2.99848643],
[0.99896781, 2.00410599],

[2.00144044, 3.0145427411)

vb = np.hstack([b,b,b])
vb += np.random.normal (scale=0.01, size=vb.shape)
vb # vektor konstant

array([5.00761038, 8.00121675, 5.00443863, 8.00333674, 5.01494079,
7.99794842])

Resimo sedaj predolocen sistem:

Ap = np.linalg.pinv(vA)
Ap.dot (vb)

array([0.94512271, 2.02675939])

Vidimo, da predoloceni sistem z nakljuénimi vrednostmi (simulacija Suma pri meritvi) poda
podoben rezultat kakor resitev brez Suma. V kolikor bi nivo Ssuma povecevali, bi se odstopanje
od enoli¢ne resitve povecevalo.

Psevdo inverzno matriko lahko dolo¢imo tudi sami in preverimo razliko z vgrajeno funkcijo:

#//%timeit # preverite hitrost!
Ap2 = np.linalg.inv(vA.T@vA) @ vA.T

Ap2 - Ap

array([[ 4.44089210e -16, 3.44169138e -15, -1.44328993e -15,
3.88578059e -15, -2.66453526e -15, 3.21964677e -15],

[ 4.44089210e -16, -1.05471187e -15, 1.55431223e -15,
-9.99200722e -16, 2.10942375e -15, -1.38777878e -15]1])

6.6 Iterativne metode

Pogosto se sreCamo z velikimi sistemi linearnih enacb, katerih matrika koeficientov ima malo od
ni¢ razlicnih elementov (take matrike imenujemo redke ali tudi razprsene, angl. sparse).

Pri resevanju takih sistemov linearnih enach se zelo dobro izkazejo iterativne metode; pred-
nosti v primerjavi z direktnimi metodami so:

« racunske operacije se izvajajo samo nad nenicelnimi elementi (kljub iterativnhemu resevanju
jih je lahko manj)
o zahtevani spominski prostor je lahko neprimerno manjsi.

6.6.1 Gauss-Seidelova metoda

V nadaljevanju si bomo pogledali idejo Gauss-Seidelove iterativne metode. Najprej sistem enach
A x = b zapisemo kot:

n—1
» Ajmi=b  i=0,1,...,n— L (6.22)
j=0

Predpostavimo, da smo v k — 1 koraku iterativne metode in so znani priblizki $§k—1) (7 =

0,1,...,n—1). Iz zgornje vsote izpostavimo ¢len i:
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2{F Z Az =b  i=0,1,...,n-1 (6.23)
J=0,37#i

Ker priblizki xﬁkil) ne izpolnjujejo natancéno linearnega problema, lahko iz zgornje enacbe

(k).

dolo¢imo nov priblizek z;

k 1 . k E—1
T [ S B W 21

Vsoto smo razdelili na dva dela in za izracun i-tega ¢lena upostevali v k-ti iteraciji ze dolocene
¢lene z indeksom manjsim od .
Iterativni pristop prekinemo, ko dosezemo zeleno natanc¢nost resitve e:

<e (6.25)

6.6.2 Zgled

A = np.array([[8, -1, 1],

[ -1, 6, -11,

[0, -1, 6]], dtype=float)
b = np.array([ -14, 36, 6], dtype=float)

Zacetni priblizek:
x = np.zeros(len(d))
X
array([0., 0., 0.1)

Pripravimo matriko A brez diagonalnih elementov (Zakaj? Poskusite odgovoriti spodaj, ko
bomo izvedli iteracije.)

K = A.copy() #naredimo kopijo, da ne povozimo podatkov
np.fill_diagonal (K, np.zeros(3)) #spremenimo samo diagonalne elemente

K

array([[ 0., -1., 1.],
[ -1., 0., -1.1,
0., -1., 0.1

Izvedemo iteracije:

i—1
1
o = - bi— Y Ayl - Z AV (6.26)
n 7=0 j=i+1

(Ker bomo vrednosti takoj zapisali v x, ni treba razbiti vsote na dva dela)

for k in range(3):

xk_1 = x.copy()

print(5*' -' + f'iteracija {k}' + Bbx' -')

for i in range(len(A)): #opazujte kaj se dogaja, ko to celico poZzenete velkrat!
x[i] = (o[i] -K[i,:].dot(x))/Ali,1i]
print (f'PribliZzek za element {il}', x)

e = np.linalg.norm(x -xk_1)

print (f 'Norma {e}')
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————— iteracija 0 - - - - -
PribliZek za element O [ -1.75 O. 0. 1
PribliZek za element 1 [ -1.75 .70833333 0. ]
PribliZek za element 2 [ -1.75 .70833333 1.95138889]
Norma 6.281360365408393

————— iteracija 1 - - - - -
PribliZek za element O [ -1.28038194 .70833333 1.95138889]
PribliZek za element 1 [ -1.28038194 .11183449 .95138889]
PribliZek za element 2 [ -1.28038194 6.11183449 2.01863908]
Norma 0.6227976321231091

————— iteracija 2 - - - - -
PribliZek za element O [ -1.23835057 6.11183449 2.01863908]
PribliZek za element 1 [ -1.23835057 .13004808 .01863908]
PribliZek za element 2 [ -1.23835057 6.13004808 2.02167468]
Norma 0.04590845211691733

o ;

[é)]

()]
=

(&)
N

Preverimo resitev
AQ@x

array([ -14.01517799, 35.9969644 |, 6. D

Metoda deluje dobro, ¢e je matrika diagonalno dominantna (obstajajo pa metode, ki delujejo
tudi, ko matrika ni diagonalno dominantna, glejte npr.: J. Petrisi¢, ReSevanje enacb, 1996, str
149: Metoda konjugiranih gradientov).
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Interpolacija

7.1 Uvod

Pri interpolaciji izhajamo iz tabele (razlicnih) vrednosti z;, y;:

X y
Zo Yo
I Y1
Tn—1 Yn—1

dolociti pa zelimo vmesne vrednosti. Ce Zelimo dolo¢iti vrednosti zunaj obmoéja x v tabeli,
govorimo o ekstrapolaciji.

V okviru interpolacije (angl. interpolation) tocke povezemo tako, da predpostavimo neko
funkcijo in dodamo pogoj, da funkcija mora potekati skozi podane tocke.

Pri aproksimaciji (angl. approximation ali tudi curve fitting) pa predpostavimo funkcijo, ki
se ¢imbolj (glede na izbrani kriterij) prilega podatkom.

Poglejmo si primer:

X y

1.0 0.54030231
2.5 -0.80114362
4.0 -0.65364362

Pri interpolaciji izhajamo iz tabele vrednosti. Da bomo pozneje lahko enostavno prikazali
napako, smo zgornjo tabelo generirali s pomocjo izraza y = cos(z)!
Pripravimo numeric¢ni zgled; najprej uvozimo pakete:

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
Ymatplotlib inline

Nato pripravimo tabelo ter prikaz:

=3

np.linspace(1l, 4, n)

np.cos # posploSimo interpolirano funkcijo (lahko spremenite v drugo funkcijo)
_ime = f.__str__().split('\'') [1] # avtomatsko vzamemo ime funkcije

y = £(x)# + np.random.rand(len(x))*0.3

plt.plot(x, y, 'o', label='Interpolacijske tocke');

plt.legend();

HhoHh XB
1]

115
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7.2 Interpolacija s polinomom

Interpolacija s polinomom se zdi najbolj primerna, saj je enostavna!

Polinom stopnje n — 1:

y=apz" 1 +a12" 4+ anox+an_i. (7.1)

je definiran z n konstantami a;. Da dolo¢imo n konstant, potrebujemo n (razliénih) enacb.

Za vsak par x;,y; lahko torej zapisemo:

Yi = ag :c?_l + aq :c?_2 4t an_o T+ ap_1. (7.2)
Ker imamo podanih n parov, lahko dolo¢imo n neznanih konstant a;, ki definirajo polinom
stopnje n — 1. Sistem n linearnih enacb lahko zapisemo:

n—1 n—2 0
Ty Ty ce ) ap Yo
-1 —2 0
xy xy T al 1
- ° (7.3)
n—1 n—2 0
Tpn-1 Tpa Ty an—1 Yn—1

Sistem linearnih enacb zapisemo v obliki:
Ma =b. (7.4)
Definirajmo matriko koeficientov M:

M = np.asarray([[_**p for p in reversed(range(len(x)))] for _ in x])
M

array(f[ 1. , 1. , 1. 1,
[ 6.25, 2.5, 1. 1,
[16. , 4. , 1. 1D

Izracunamo koeficiente ag, a1, ...:

resitev = np.linalg.solve(M, y)
resitev
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array([ 0.33087687, -2.05236633, 2.26179176])
Pripravimo interpolacijski polinom kot Pythonovo funkcijo:

def y_function(x, resitev):
A = np.asarray([[_**p for p in reversed(range(len(resitev)))] for _ in x])
return A.dot(resitev)

Izris interpolacijskega polinoma pri bolj gosti mrezi tock:

xint = np.linspace(np.min(x), np.max(x), 50)

yint = y_function(xint, resitev)

plt.plot(x, y, 'o', label='Interpolacijske tocke')
plt.plot(xint, yint, '.',label='Interpolacija')
plt.legend();

0.6
o ® Interpolacijske totke

0.4 Interpolacija

0.2

0.0 4

—0.2

—0.4 1
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1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

Slabosti zgornjega postopka so:

« Stevilo numeri¢nih operacij raste sorazmerno z n3,

o problem je lahko slabo pogojen (z vecanjem stopnje polinoma slaba pogojenost naglo nara-
sca):

np.linalg.cond (M)

np.float64(71.3022787031109)

Navodilo: vrnite se par vrstic nazaj in spremenite stevilo interpolacijskih tock n na visjo
vrednost (npr. 10).
7.3 Lagrangeva metoda

Lagrangeva metoda ne zahteva reSevanja sistema enacb in je s stalisca Stevila racunskih operacij
(narasca sorazmerno z n? (vir)) bolj$a od predhodno predstavljene polinomske interpolacije (3te-
vilo operacij naraséa sorazmerno z n3), kjer smo resevali sistem linearnih enacb. Resitev pa je
seveda popolnoma enaka

from IPython.display import YouTubeVideo
YouTubeVideo ('c_TbU8XBHsw', width=800, height=300)


http://www.ams.org/journals/mcom/1970-24-109/S0025-5718-1970-0258240-X/S0025-5718-1970-0258240-X.pdf
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Interpolacija\z Lag evo metodo

prof. dr. Janko SlaviZ

Giasper Bizjan

Lagrangev interpolacijski polinom stopnje n — 1 je definiran kot:

n—1
Poa(x) =) wili(w), (7.5)
=0

kjer je l; Lagrangev polinom:

n—1
Xr — Ty
j=0g#i "t

Poglejmo si interpolacijo za zgoraj prikazane x in y podatke.

Definirajmo najprej Lagrangeve polinome [;(x) = H;’;& ki ;;Z’J

def lagrange(x, x_int, i):
""" Vrne vrednosti i -tega Lagrangevega polinoma

x: neodvisna spremenljivka (skalar ali numeriéno polje)
x_int: seznam interpolacijskih tock
i: indeks polinoma

Lx = 1.0
for j in range(len(x_int)):
if § 1= i:

Lx *= (x -x_int[j]) / (x_int[i] -x_int[j])
return Lx

def slika(i=0):

xint = np.linspace(np.min(x), np.max(x), 30)
plt.plot(x, y, 'o', label='Interpolacijske tocke')
plt.axhline(0, color='k', linewidth=0.3);
plt.plot(xint, lagrange(xint, x_int=x, i=i),
i={i}");
for _ in x:

plt.axvline(_, color='r', linewidth=0.5);
plt.legend ()
plt.show()

.',label=f'Lagrangev polinom

slika(i=1)
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Opazimo, da ima i-ti Lagrangev polinom v x; vrednost 1, v ostalih podanih tockah pa nic!
Ce torej Lagrangev polinom za i = 0 pomnozimo z g, bomo pri & = g dobili pravo vrednost,
v ostalih interpolacijskih toc¢kah pa ni¢; implementirajmo torej Lagrangev interpolacijski polinom:

n—1
Paal@) = Y wilia), (7.7
1=0

def lagrange_interpolacija(x, x_int, y_int):

Vrne vrednosti Lagrangeve interpolacije

x: neodvisna spremenljivka (skalar ali numericno polje)
x_int: abscisa interpolacijskih tock
y_int: ordinata interpolacijskih tock

y = 0.
for i in range(len(x_int)):

Lx = 1.0

for j in range(len(x_int)):

if § 1= i:
Lx *= (x -x_int[j]) / (x_int[i] -x_int[j]1)

y += y_int[i] * Lx

return y

Pripravimo sliko:

def slika(i=0):

xint

plt.
plt.

= np.linspace(np.min(x), np.max(x), 30)
plot(x, y, 'o', label='Interpolacijske toclke')
plot(xint, lagrange(xint, x_int=x, i=i), '.',label=f'Lagrangev polinom

i={i}");

plt.

plt.

for _

plt.
plt.

plot(xint, lagrange_interpolacija(xint, x_int=x, y_int=y),
label=f'Lagrangev int polinom');

axhline(0, color='k', linewidth=0.3);

in x:

plt.axvline(_, color='r', linewidth=0.5);

legend ()

show ()

Iz ipywidgets uvozimo interact, ki je moé¢no orodje za avtomatsko generiranje (preprostega)
uporabniskega vmesnika znotraj jupyter okolja. Tukaj bomo uporabili relativno preprosto inte-
rakcijo s sliko; za pregled vseh zmoznosti pa radovednega bralca naslavljamo na dokumentacijo.


http://ipywidgets.readthedocs.io/en/latest/examples/Using%20Interact.html
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Uvoz funkcije interact
from ipywidgets import interact
interact(slika) ;

interactive(children=(IntSlider (value=0, description='i', max=1), Output()),
_dom_classes=('widget -interact',)..

Iz slike vidimo, da ima Lagrangev polinom i samo pri z; vrednost 1 v ostalih tockah # i pa
ima vrednosti ni¢; ko Lagrangev polinom [;(x) pomnozimo z y; zadostimo i-ti tocki iz tabele.
Posledi¢no Lagrangeva interpolacija z vsoto Lagrangevih polinomov interpolira tabelo.

Polinomska interpolacija pri velikem Stevilu tock je lahko slabo pogojena naloga in zato jo
odsvetujemo.

7.3.1 Ocena napake

Ce je f(z) funkcija, ki jo interpoliramo in je P, 1(z) interpolacijski polinom stopnje n — 1,
potem se lahko pokaze (glejte npr.: Burden, Faires, Burden: Numerical Analysis), da je napaka
interpolacije s polinomom:

)
e = f(z)— Por(x) =2 n!(f) (= 20) (T —21) - (& — Tnr), (7.8)

kjer je f(™ odvod funkcije, n — 1 stopnja interpolacijskega polinoma in ¢ vrednost na inter-
poliranem intervalu [zg, Z,—1].

7.3.2 Zgled

Tukaj si bomo ogledali interpolacijo tock:

x = np.array([0. , 0.52359878, 1.04719755, 1.57079633])
y = np.array([ 0. , 0.5 , 0.8660254, 1. iD)

Tocke prikazimo:

plt.plot(x, y, 'o');

1.0 4 ]

0.8 1

0.6 1

0.4

0.2 1

004 ®
T T T T T T T T T

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 14 1.6

Linearna interpolacija za vrednost pri x=1.57079633/2:
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y_linearna = lagrange_interpolacija(x=x[ -1]1/2, x_int=x[1:3], y_int=y[1:3])
y_linearna

np.float64(0.6830127)
Kvadratna:

y_kvadratna = lagrange_interpolacija(x=x[ -1]1/2, x_int=x[0:3], y_int=y[0:3])
y_kvadratna

np.float64(0.6997595236464176)
Kubi¢na

y_kubilna = lagrange_interpolacija(x=x[ -1]1/2, x_int=x, y_int=y)
y_kubicna

np.float64(0.705889286844634)

7.3.3 Zgled ocene napake

Pri interpolaciji ponavadi funkcije f(z) ne poznamo in napako ocenimo s pomocjo formule:

(n)
e= fE) (x —x0)(x —2x1) -+ (T — xp—1). (7.9)

n!

Pri tem vrednost & ni znana; ker je v primeru linearne interpolacije (n = 2) drugi odvod
sinusne funkcije (f(”)) med -1 in +1, velja:

-1 l7m 7 2

Poleg Lagrangeve metode bi si tukaj lahko pogledali Se Newtonovo metodo interpolacije.

le] <

7.3.4 Interpolacija z uporabo scipy

Poglejmo si interpolacijo v okviru modula scipy.interpolate (dokumentacija).
Uporabili bomo funkcijo za interpoliranje tabele z zlepki, scipy.interpolate.interpid (do-
kumentacija):

interpld(x, y, kind='linear', axis= -1, copy=True, bounds_error=None, fill_value=nan,
assume_sorted=False)

Podati moramo vsaj dva parametra: seznama interpolacijskih tock x in y. Privzeti parameter
kind='linear' pomeni, da interpoliramo z odsekoma linearno funkcijo. interpid vrne funkcijo
£, ki jo kli¢emo (npr. y = £(x)) za izracun interpolirane vrednosti.

Parameter kind je lahko npr. tudi: 'zero', 'slinear', 'quadratic' in 'cubic'; takrat
se uporabi interpolacijski zlepek (ang. spline) reda 0, 1, 2 oz. 3. Zlepke si bomo pogledali v
naslednjem poglavju.

Opomba: interpld je v SciPy oznacena kot legacy (starej$i vmesnik, ki se
ne razvija ve¢, a Se deluje). Za mnove programe SciPy priporoca numpy.interp
(odsekoma linearna interpolacija), scipy.interpolate.CubicSpline (dokumentacija) in
scipy.interpolate.make_interp_spline (dokumentacija); vse vrnejo objekt, ki ga klicemo
enako kot £ spodaj.

from scipy.interpolate import interpld

Definirajmo tabelo podatkov:


https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/interpolate.html
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.interpolate.interp1d.html#scipy.interpolate.interp1d
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.interpolate.interp1d.html#scipy.interpolate.interp1d
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.interpolate.CubicSpline.html
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.interpolate.make_interp_spline.html
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x = np.array([ 1. , 2.14285714, 3.28571429, 4.42857143, 5.57142857,
6.71428571, 7.85714286, 9. 1)

y = np.array([ 0.84147098, 0.84078711, -0.14362322, -0.95999344, -0.65316501,
0.41787078, 0.999995 , 0.41211849])

len(x)

8

from scipy.interpolate import interpld

f = interpld(x, y, kind='linear')

x_g = np.linspace(x[0], x[ -1], 20*len(x) -1)
plt.plot(x, y, 'o', label='Interpolacijske tocke')
plt.plot(x_g, f(x_g), ' -', label='Interpolacija')
plt.legend();

b
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7.4 Kubic¢ni zlepki

Preden gremo v teorijo zlepkov, si poglejmo rezultat, ki ga dobimo s klicanjem funkcije interp1d
s parametrom kind='cubic' (rezultat je kubicni zlepek).

f = interpld(x, y, kind='cubic')

plt.plot(x, y, 'o', label='Interpolacijske tocke')
plt.plot(x_g, f(x_g), ' -', label='Kubiéni zlepek')
plt.plot(x_g, np.sin(x_g), label='sin', alpha=0.5)
plt.legendQ);
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Kubiéni zlepki so pogost nacin interpolacije.
Zahtevamo, da je: zg < x1 < -+ < Tp.
Od tocke z; do x;41 naj bo zlepek polinom:

fiiv1(z) = aiz2® + ajp2® + aj1x + a;p, (7.11)

pri Cemer so neznane vrednosti konstant a; ;.
Ce imamo na primer n + 1 tock, potem je treba dolo¢iti n polinomov.
Celotni zlepek ¢ez n + 1 tock je definiran z:

fo(x); r € [xg,21)
flz) = fualel e elm,z) (7.12)
Jn—1n(x); T € [Tn_1,Tn)

Vsak polinom f;;11 je definiran s 4 konstantami a;;; skupaj torej moramo izracunati 4n
konstant a; ;.

Kako dolo¢imo konstante a; ;7

Za dolocitev 4n neznank potrebujemo 4n enacb. Poglejmo si, kako jih dobimo:

e n enacb dobimo iz interpolacijskega pogoja: v; = fii+1(zi), ¢=0,1,2,...,n—1

e 1 enacbo iz zadnje tocke: y, = fr—1,n(Tn)

¢ 3(n — 1) enacb dobimo iz pogoja C? zveznosti:

lim f(z) = lim+ f(z), (7.13)

lim f'(z) = lim+ f'(z) (7.14)
in

lim f"(x) = lim+ (). (7.15)

Skupaj imamo definiranih 4n — 2 enacbi, manjkata torej Se dve!
Razli¢ni tipi zlepkov se loc¢ijo po tem, kako ti dve enacbi dolo¢imo. V nadaljevanju si bomo
pogledali naravne kubicne zlepke.
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7.4.1 Naravni kubic¢ni zlepki

Naravni kubicni zlepki temeljijo na ideji Eulerjevega nosilca:

d4y
Epe = q(x), (7.16)

kjer je E modul elasti¢nosti, I drugi moment preseka in ¢(x) zunanja porazdeljena sila. Ker
zunanje porazdeljene sile ni (¢(z) = 0), velja:

EI

diy
EIT ot 0. (7.17)
Sledi, da lahko v vsaki tocki tanek nosilec popisemo s polinomom tretje stopnje.
C? zveznost je zagotovljena v kolikor so vmesne podpore nosilca ¢lenki (moment zato nima
nezvezne spremembe).
Manjkajoéi 2 neznanki pri naravnih kubic¢nih zlepkih dolo¢imo iz pogoja, da je moment na
koncih enak ni¢ (¢lenkasto vpetje):

Fag)=0 i fan) =0 (7.18)

Izpeljava je natanc¢neje prikazana v knjigi Kiusalaas J: Numerical Methods in Engineering
with Python 3, 2013, stran 120 (glejte tudi J. Petrisi¢: Interpolacija, Fakulteta za strojnistvo,
1999); podrobna izpeljava presega namen te knjige.

Tukaj si bomo pogledali samo kon¢ni rezultat, ki ga lahko izpeljemo ob zgornjih pogojih. V
primeru ekvidistantne delitve h = x; 1 — x; tako izpeljemo sistem enacb (i =1,...,n —1):

6
ki—y + 4k; + kiy1 = 3 (Vi1 — 2Yi + Yit1) - (7.19)

kjer je neznanka k; drugi odvod odsekovne funkcije k; = f/; 1 ().
Resljiv sistem enac¢b dobimo, ¢e dodamo Se robna pogoja za naravne kubiéne zlepke:

ko = kyn = 0. (7.20)

Ko dolo¢imo neznake k;, jih uporabimo v odsekoma definirani funkciji:

. x—x;)3 . T — 1 3 ) ) — s (1 —
fiiv1(z) = klgl <( . i) (x—mﬁh)—kg <(hl+1) _ (w—xi+1)h>+y’+1( i) - yi ( Z-‘rl).

(7.21)

7.4.2 Numericna implementacija

Najprej pripravimo funkcijo, katera za podane interpolacijske tocke resi sistem linearnih enacb
in vrne koeficiente k;:

def kubicni_zlepki_koeficient(x, y):
""" Vrne koeficiente kubilnih zlepkov “k°, matriko koeficientov “A" in konstant.

x in y predstavljata seznam znanih vrednosti; x mora biti ekvidistanten.

nnn

n = len(x)

A = np.zeros((n, n)) # pripravimo matriko koeficientov

h = x[1] -x[0] # korak h

for i in range(n):

if i==0 or i==n -1:
A[i,i] = 1. # k_0 in k_n sta ni¢ zato tukaj damo 1

# pri vektorju konstant pa bomo dali O, k_0 in k_n bosta torej
0
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else:
Ali, i -1:i+2] = np.asarray([1., 4., 1.])
b = np.zeros(n)
bll: -1] = (6/h**2)*(y[: -2] - 2*y[1: -1] + y[2:]) # desna stran zgornje enacbe
k = np.linalg.solve(A,b)
return k, A, b

Opomba: pri zgornjem linearnem problemu, lahko izracun zelo pohitrimo, ¢e upostevamo
tridiagonalnost matrike koeficientov! (Glejte odgovor na stackoverflow.com).
Poglejmo si primer izracuna koeficientov:

x = np.asarray([1, 2, 3, 4, 5])
y = np.asarray([0, 1, 0, 1, 0])

k, A, b = kubicni_zlepki_koeficient(x, y)
print('Matrika koeficientov A lin. sistema:\n', A)
print('Vektor konstant b lin. sistema: ', b)
print('Koeficienti k so:', k)

Matrika koeficientov A lin. sistema:
[[1. 0. 0. 0. 0.]

[1. 4. 1. 0. 0.]
[0. 1. 4. 1. 0.]
[0. 0. 1. 4. 1.]
[0. 0. 0. 0. 1.1]
Vektor konstant b lin. sistema: [ 0. -12. 12. -12. 0.]
Koeficienti k so: [ O. -4.28571429 5.14285714 -4.28571429 O. ]

Nato potrebujemo Se kubic¢ni polinom v doloéenem intervalu; implementirajmo izraz:

. x—xi?’ i T — T 3 ; €— ;) — 1y (@ —

(7.22)

def kubicni_zlepki(k, x, y, x_najdi):
""" Vrne kubicni zlepek pri delitvi “xint~.

:param k: koeficienti kubilnih zlepkov
:param X in y: znane vrednosti, X mora biti ekvidistanten
:param x_najdi: vrednosti kjer Zelimo izracunati kubicéni zlepek
h = x[1] - x[0]
i = int((x_najdi -x[0])//h)
if i >= len(k) -1:
i = len(k) -2
out = ((x_najdi - x[i])#*3/h - (x_najdi - x[i])*h)*k[i+1]/6.0 \
- ((x_najdi - x[i+1])**3/h - (x_najdi - x[i+1])*h)*k[i]/6.0 \
+ (y[i+1]l*(x_najdi - x[i]) \
- y[il*(x_najdi - x[i+1]))/h
return out

Izracunamo interpolirane vrednosti:

xint = np.linspace(np.min(x), np.max(x), 50)
yint = np.asarray([kubicni_zlepki(k, x, y, _) for _ in xint])

plt.plot(x, y, 'o', label='Interpolacijske tocke')
plt.plot(xint, yint, label='Naravni kubiéni zlepek')
plt.legend(Q);


https://stackoverflow.com/questions/23120164/optimize-ax-b-solution-for-a-tridiagonal-coefficient-matrix
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7.5 Dodatno

o 2D interpolacija: https://www.youtube.com/watch?v=_cJLVhdj0j4
o Strojno prevajanje: https://pypi.org/project/goslate

7.6 Nekaj komentarjev modula scipy.interpolate

SciPy ima implementiranih  veéje Stevilo razliénih interpolacij (glejte  dokumen-
tacijo). S staliSca uporabe se bomo tukaj dotaknili objektne implementacije
scipy.interpolate.InterpolatedUnivariateSpline (dokumentacija) (starejsi pristop temelji
na proceduralnem programiranju, glejte dokumentacijo scipy.interpolate.splrep):

InterpolatedUnivariateSpline(x, y, w=None, bbox=[None, None], k=3, ext=0,
check_finite=False)

Pri inicializaciji objekta InterpolatedUnivariateSpline moramo posredovati interpolacij-
ske tocke x in y. Argument k s privzeto vrednostjo k=3 definira red interpolacijskega zlepka
(1<=k<=5). Pomemben opcijski parameter je tudi w, ki definira utezi posameznim interpolacij-
skim tockam (uporabimo ga, ¢e zelimo dolo¢enim podroc¢jem dati vecji poudarek).

Opomba: InterpolatedUnivariateSpline (in sorodni UnivariateSpline) sta od SciPy
1.15 oznacena kot legacy; sodobnejsa ekvivalenta sta make_interp_spline (interpolacija) in
make_smoothing_spline oz. make_splrep (aproksimacija, glejte naslednje predavanje). Objek-
tni vmesnik spodaj se vedno deluje in je zaradi preglednosti primeren za ucenje.

from scipy.interpolate import InterpolatedUnivariateSpline

spl = InterpolatedUnivariateSpline(x, y, k=3) # poglejte opcije!

plt.plot(x, y, 'o', label='Interpolacijske tocke')

plt.plot(xint, spl(xint), label='Kubiéni zlepek');

plt.plot(spl.get_knots(), spl(spl.get_knots()), 'r.', label='Vozli B -zlepkov')
plt.plot(xint, yint, label='Naravni kubiéni zlepki - lastna koda');
plt.legend();


https://www.youtube.com/watch?v=_cJLVhdj0j4
https://pypi.org/project/goslate
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/interpolate.html
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/interpolate.html
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.interpolate.InterpolatedUnivariateSpline.html
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.interpolate.splrep.html
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Ker gre za B-zlepke, je rezultat drugacen kot tisti, ki smo ga izpeljali z naravnimi kubi¢nimi
zlepki. V nasprotju z naravnimi kubi¢nimi zlepki, ki imajo vozle (angl. knots) v interpolacijskih
tockah, se vozli B-zlepkov prilagodijo podatkom. V konkretnem primeru so vozli v tockah:

spl.get_knots()

array([1., 3., 5.1)

7.6.1 Odvajanje, integriranje ... zlepkov

Zlepke lahko odvajamo in integriramo, saj so polinomi. Objekt InterpolatedUnivariateSpline
je tako ze pripravljen za odvajanje, integriranje, iskanje korenov (nicel), vozlov ... (glejte doku-
mentacijo).

Za prvi odvod zlepka v objektu spl na primer uporabimo metodo spl.derivative(1), ki
vrne nov objekt zlepka (njen red je sedaj za 1 nizji):

spll = spl.derivative(l)

#spl2 = spl.derivative(2)

#spl3 = spl.derivative(3)

plt.plot(xint, spl(xint), lw=3, label='Zlepek')

plt.plot(xint, spli(xint), label='Prvi odvod')

#plt.plot(xint, spl2(xint), label='Drugi odvod')

#plt.plot(xint, spl3(xint), label='Tretji odvod')

plt.plot(x, y, 'ro', label='Znane vrednosti')

#plt.plot(spl.get_knots(), spl(spl.get_knots()), 'k.', label='Vozli B -zlepka')
plt.legend(loc=(1.01, 0));


https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.interpolate.InterpolatedUnivariateSpline.html
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.interpolate.InterpolatedUnivariateSpline.html
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Poglavje 8

Aproksimacija

8.1 Uvod

V strojniski praksi se pogosto srecamo s tabelo podatkov, ki so lahko obremenjeni z merilnimi ali

numeri¢nimi napakami.
Oglejmo si primer meritve (linearne) vzmeti (z je raztezek, y je pomerjena sila):

import numpy as np

x = np.array([0.1, 1.1, 2.05, 3.2, 3.9 1)
v = np.array([0.22, 18.15, 44.33, 75.59, 105.63])

Poglejmo si podatke na sliki, najprej uvozimo potrebne pakete:

import matplotlib.pyplot as plt
fmatplotlib inline

plt.plot(x, y, 'o');
plt.xlabel('Pomik $x$')
plt.ylabel('Sila $y$');

o
100 ~
80 ~
L ]
- 60
L]
)
L ]
40
20 ®
04 ®
T T T T T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
Pomik x

Za konkreten primer bi bilo, glede na poznavanje fizikalnega ozadja linearne vzmeti, primerno,
da bi meritve poskusali popisati z linearno funkcijo:

f(z) =aox+ a1 (8.1)

129
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Poznamo tabelo n podatkov x;,y; za i« = 0,1,...,n — 1; teh je vec, kot jih potrebujemo za
dolocitev dveh konstant ag in a1, zato imamo torej predoloc¢en sistem linearnih enacb:

yi=aox; +a1 za i=0,1,...,n—1. (8.2)

Iscemo taki vrednosti konstanti ag in aj, da se bo funkcija f(x) v znanih tockah z; najbolje
ujemala z y;.

Najprej torej potrebujemo kriterij za najboljse ujemanje.

Za vrednosti iz tabele z;, y; bi lahko iskali vrednosti ag in a1, pri katerih bi bila vsota absolutne
vrednosti odstopkov P najmanjsa:

n—1
P(ag,ar) = Z lyi — (a0 z; + a1)l. (8.3)
i=0

Ker pa taka funkcija P(ag,a1) ni zvezno odvedljiva, raje uporabimo metodo najmanjsih
kvadratov:

n—1
S(ag,a1) = > (yi — (aoxi + a1))* . (8.4)
i=0
Taksna funkcija S(ag,a1) je zvezna in zvezno odvedljiva. S parcialnim odvajanjem po para-
metrih ag in a; lahko najdemo stacionarno tocko (parcialna odvoda sta enaka 0). Postopek si
bomo za linearno funkcijo pogledali v naslednjem poglavju.

8.2 Metoda najmanjsih kvadratov za linearno funkcijo

from IPython.display import YouTubeVideo
YouTubeVideo ('8 -0ixY6GGIOE', width=800, height=300)

Aproksimacija z linearno funkcijo

prof. dr. Janko Slavi¢

Poiskati moramo konstanti ag, a1, da bo vsota kvadratov razlik med funkcijo in tabelirano

vrednostjo (z;,y;, kjer i =0,1,...,n — 1 in je n Stevilo tabeliranih podatkov):
n—1
S(ag,a1) = > (yi — (a2 + a1))’ (8.5)
1=0

najmanjsa. Vrednost bo najmanjsa v stacionarni tocki, ki jo dolo¢imo s parcialnim odvodom
po parametrih ag in a;.
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Najprej izvedemo parcialni odvod po parametru ag:

|
—

n

M =2 A (yi —aoz; —a1) (—x;) (8.6)

8@0

i
o

Izraz uredimo:

W — (Zylxz — ag Z{L’ — al Zl’z> (87>

Podobno postopamo Se za ay:

n—1
95( ‘“”“1 —2 Z —apxi —a1) (—1) (8.8)

1=

as(gs’al: 2<Zyz—aole—a1 Zl) (89)

Ker v stacionarni tocki velja 9S(ag,a1)/0ag = 0 in 9S(ap,a1)/0a1 = 0, iz zgornjih izrazov
izpeljemo:

n—1 n—1 n—1
ap Zw%—l—al in:Zyixi (8.10)
i=0 i=0 i=0

in

n—1 n—1
ao in—l—aln:Zyi. (8.11)
i=0 i=0

Dobili smo sistem dveh linearnih enacb za neznanki ag in a1, ki ga znamo resiti. Imenujemo
ga normalni sistem (Stevilo enacb je enako Stevilu neznank).
Zapisimo normalni sistem v matri¢ni obliki:

A

[[np.sum(x**2), np.sum(x)], # matrika koeficientov
[np.sum(x), len(x)]]

b = [np.dot(y,x), np.sum(y)] # vektor konstant

A = np.asarray(4)

b = np.asarray(b)

print('A:', A)

print('b:', b)

A: [[30.8725 10.35 ]

[10.35 5. 1]
b: [764.7085 243.92 ]

Sedaj moramo resiti linearni sistem:

Aa=h, (8.12)

Opomba, tukaj smo vektor neznank zapisali kot a = (ag, a1).
Sistem resimo:

a0, al = np.linalg.solve(A, b)
a0, ail

(np.float64(27.497258679085512), np.float64( -8.135325465707014))

Preverimo Se Stevilo pogojenosti:
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np.linalg.cond(A)

np.float64(25.20071350870242)

Sedaj si bomo pogledali se rezultat. Najprej pripravimo sliko, ki bo vsebovala tudi informacijo

o vsoti kvadratov odstopanja f(z;) od tabeliranih vrednosti y;.

def slika(naklon=a0, premik=al):
d=1
def linearna_f(x, a0, al):
return aOxx+al
def S(x, y, £):
return np.sum(np.power(y -f,2))
plt.plot(x,y,'.', label='Tabela podatkov')
linearna_f1 = linearna_f(x, naklon, premik)
linearna_f1 _MNK = linearna_f(x, a0, al)
plt.plot(x, linearna_f1, ' -', label='Izbrani parametri')
plt.plot(x, linearna_f1 _MNK, ' -', label='Metoda najmanj8ih kvadratov')
napaka = S(x, y, linearna_f(x, naklon, premik))
sprememba_napake_v_smeri_a0O = (S(x, y, linearna_f(x, naklon+d, premik))
-napaka) /d
sprememba_napake_v_smeri_al = (S(x, y, linearna_f(x, naklon, premik+d))
-napaka) /d
title = £'S: {napaka:g}, \
$\\Delta S/\\Delta a_0$: {sprememba_napake_v_smeri_aO:g}, \
$\\Delta S/\\Delta a_1$: {sprememba_napake_v_smeri_al:g}'
plt.title(title)
plt.legend ()
plt.ylim( -10,110)
plt.show()

from ipywidgets import interact
interact(slika, naklon=(0, 50, 2), premik=( -10, 10, 1));

interactive(children=(IntSlider(value=27, description='naklon', max=50, step=2),
IntSlider(value= -8, descripti..

8.2.1 Uporaba psevdo inverzne matrike

Do enakega rezultata lahko pridemo z uporabo psevdo inverzne matrike. IS¢emo y(x) = apx + a;
in nastavimo predolocen sistem A a = y, kjer je matrika koeficientov A definirana glede na

vrednosti z; (i =0,1,...,n—1):

A=np.array([x, np.ones_like(x)]).T

A

array([[0.1 , 1. 1,
(1.1, 1. 1,
[2.05, 1. 1,
3.2, 1. 1,
3.9, 1. 1D

Vektor konstant smo oznacili z b, v nasem primeru pa je to kar vektor vrednosti y z elementi

yi (i=0,1,2,...,n—1):

y

array([ 0.22, 18.15, 44.33, 75.59, 105.63])

Preverimo rang matrike koeficientov:
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np.linalg.matrix_rank(A)
np.int64(2)
In Se rang razsirjene matrike:

Ab = np.hstack((A,np.array([y]).T))
Ab

array([[1.0000e -01, 1.0000e+00, 2.2000e -01],
[1.1000e+00, 1.0000e+00, 1.8150e+01],
[2.0500e+00, 1.0000e+00, 4.4330e+01],
[3.2000e+00, 1.0000e+00, 7.5590e+01],
[3.9000e+00, 1.0000e+00, 1.0563e+02]])

np.linalg.matrix_rank(Ab)

np.int64(3)

Ker resujemo sistem m linearnih enacb z n neznankami ter velja m > n in je rang razsirjene
matrike n + 1, imamo predoloéeni sistem.
Vektor neznanih parametrov a dolo¢imo z uporabo psevdo inverzne matrike:

a=A"y (8.13)
np.linalg.pinv(A).dot (y)

array([27.49725868, -8.13532547])

8.3 Metoda najmanjsih kvadratov za poljubni polinom

Linearno aproksimacijo, predstavljeno zgoraj, bomo posplosili za poljubni polinom stopnje m:

m
flag,ai, ..., am,x) :Zas xm e, (8.14)
s=0 fs(z)
kjer fs(x) = 2™ imenujemo bazna funkcija (s =0,1,2,...,m).

Tabela podatkov naj bo definirana z x;, y;, kjer je ¢ =0,1,2,...,n — 1.

Opomba: zaradi kompaktnosti zapisa bomo konstante a zapisali v vektorski obliki a =
[CLQ, at, ... ,am].

Uporabimo metodo najmanjsih kvadratov:

n—1 n—1 m 2
S@) =Y (v — fla,z:)?=> (yz ~Na, :cz”‘s> . (8.15)
s=0

i=0 i=0
Potreben pogoj za nastop ekstrema funkcije m + 1 neodvisnih spremenljivk je, da najdemo
stacionarno toc¢ko za vsak a,, iS¢emo torej 9S(a)/da, = 0 (namesto s smo uporabili indeks v).
Najprej dolo¢imo parcialni odvod za izbrani a,:

8S(a) . - ) = m—s m—uv
90, Z -2 (yz - gas x; ) x; (8.16)

=0

Opomba: 52~ (37 as2"~%) = 2" .

Jay %
Ker je parcialni odvod v stacionarni tocki enak 0, zgornji izraz preoblikujemo:

n—1 m n—1
Z <Z as l‘lms) ' = Z yix (8.17)
1=0

=0 \s=0
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Izraz uredimo:

|
—

n m

n—1
Z as o3 = Z yix] (8.18)
1=0

s=0

2

I
<)

Zamenjamo vrstni red seStevanja ter izpeljemo:

m n—1 n—1
Z (as Z asfm_s_”) = Zyi z"" za: v=0,1,....,m (8.19)
i=0

s=0 =0

Izpeljali smo enacbo v sistema m + 1 linearnih enacb:

Aa=Db (8.20)
Element A, ¢ matrike koeficientov je:
n—1
Aps =D ai™ "%, (8.21)
i=0
Element vektorja konstant je:
n—1
by =Y yia] " (8.22)
i=0

8.3.1 Numericni zgled

Uporabimo podatke iz prve naloge in poskusimo aproksimirati s polinomom 2. stopnje (m = 2).
Tabela podatkov je:

X
array([0.1 , 1.1, 2.05, 3.2, 3.9 1)
y

array([ 0.22, 18.15, 44.33, 75.59, 105.63])

Izracunajmo matriko koeficientov:
n—1
Ay s = Z g2mmvTs (8.23)
=0

m = 2 #stopnja
np.zeros ((m+1,m+1))
for v in range(m+1):
for s in range(m+1):
Alv,s] = np.sum(x**x(2*xm -v -s))

=
]

A

array([[355.32690625, 102.034125 , 30.8725 1,
[102.034125 , 30.8725 , 10.35 1,
[ 30.8725 , 10.35 ) 5. 1D

Izracunajmo se vektor konstant:

by =Y yia] " (8.24)



Poglavje 8. Aproksimacija 135

b = np.zeros(m+1)
for v in range(m+1):

blv] = np.dot(y,x**x(m -v))
b

array([2588.934425, 764.7085 , 243.92 D
Preverimo stevilo pogojenosti:

np.linalg.cond(A)
np.float64(963.2125856290679)

Resimo sistem:

a = np.linalg.solve(A, Db)

a

array ([ 3.17760897, 14.67380042, -1.21091344])

Glede na definicijo aproksimacijskega polinoma:

m
flag,ai,...,am,x) = Zav ™ (8.25)
v=0
Kar v konkretnem primeru je aproksimacijski polinom:

f(z) = 3.18393375 2% + 14.64106847 z — 1.22621065 (8.26)

Definirajmo numeri¢no implementacijo:

def apr_polinom(x, a):
"""Vrne vrednosti aproksimacijskega polinoma

:param x: vrednosti kjer racunamo aproksimirani rezultat

:param a: koeficienti aproksimacijskega polinoma

nnn

m = len(a) - 1

return np.sum(np.asarray([_*x**(m -v) for v,_ in enumerate(a)]), axis=0)

Prikazemo:

X_g = np.linspace(np.min(x), np.max(x), 100) # vel tolk za prikaz

plt.plot(x, y, 'o', label='Tabela podatkov')

plt.plot(x_g, apr_polinom(x_g, a), lw=5, alpha=0.5, label='Aproksimacija s kvadratno
funkcijo')

plt.legend();
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Poglejmo sSe napako aproksimacije:

ei = yi — f(;) (8.27)

zat1=0,1,2,...,n—1.
Pri pravilno izvedeni aproksimaciji je nekaj e; pozitivnih in nekaj negativnih. Poglejmo, ce je
to res v nasem primeru:

e =y - apr_polinom(x, a)
e

array([ -0.06824269, -0.62517387, 2.1057209 , -2.69396374, 1.28165939])

Opomba: visje stopnje polinoma kot uporabimo, vecja je verjetnost slabe pogojenosti. 1z tega
razloga s stopnjo polinoma ne pretiravamo (v praksi uporabljamo predvsem nizke stopnje)!

8.3.2 Uporaba numpy za aproksimacijo s polinomom

Poglejmo si, kako uporabimo knjiznico numpy za polinomsko aproksimacijo.
Najprej uporabimo funkcijo numpy.polyfit (dokumentacija):

polyfit(x, y, deg, rcond=None, full=False, w=None, cov=False)

ki zahteva tri parametre: x in y predstavljata tabelo podatkov (lahko tudi v obliki seznamov
vektorjev), deg pa stopnjo polinoma. Ostali parametri so opcijski (npr. w za uporabo utezi pri
aproksimaciji).

Funkcija polyfit vrne seznam koeficientov polinoma (najprej za najvisji red); rezultat je
lahko tudi seznam seznamov (¢e so vhodni podatki seznam vektorjev).

Opomba: numpy.polyfit in numpy.polyld spadata v starejsi vmesnik za polinome;
numpy za nove programe priporo¢a razred numpy.polynomial.Polynomial (dokumentacija):
p = Polynomial.fit(x, y, deg=2) vrne objekt, ki ga klicemo kot funkcijo (p(x)), =z
p.convert () .coef pa dobimo koeficiente v naraséajoem vrstnem redu potenc (ravno obratno
kot polyfit).

Poglejmo si uporabo za predhodno obravnavani primer:

koef = np.polyfit(x, y, deg=2)
koef


https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.polyfit.html
https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.polynomial.polynomial.Polynomial.fit.html
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array([ 3.17760897, 14.67380042, -1.21091344])
a # rezultat lastne implementacije

array([ 3.17760897, 14.67380042, -1.21091344])

Ko imamo koeficiente, lahko ustvarimo objekt polinoma s klicem numpy.polyld (dokumenta-
cija):

polyld(c_or_r, r=False, variable=None)

kjer c_or_r predstavlja seznam koeficientov polinoma oz. nicle polinoma v primeru, da je
r=True. Funkcija vrne instanco objekta, s klicem katere lahko izracunamo vrednosti aproksima-

cijskega polinoma pri x, lahko pa izracunamo tudi druge stvari, kot na primer ni¢le polinoma.
Poglejmo si primer:

p = np.polyld(koef) # p je instanca objekta polyld. Aproksimacijo sedaj dobimo z y =
p&x).

Izrisimo vrednosti:

plt.plot(x, y, 'o', label='Tabela podatkov')
plt.plot(x_g, p(x_g), lw=5, alpha=0.5, label='Aproksimacija s kvadratno funkcijo')
plt.legend(Q);
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Izra¢unajmo nic¢le polinoma:

p.roots

array ([ -4.69897273, 0.08109792])

8.4 Aproksimacija s poljubno funkcijo

Pri aproksimaciji nismo omejeni zgolj na polinome. Tabele podatkov lahko aproksimiramo:

e 7z linearno kombinacijo linearno neodvisnih baznih funkcij ali

o s funkcijo, v kateri nastopajo parametri v nelinearni zvezi (npr. ag sin(a; z + az)).

Za podrobnosti glejte vir J. Petrisi¢: Uvod v Matlab za inzenirje, Fakulteta za strojnistvo
2013, str 145.

Osredotocili se bomo na uporabo scipy paketa za aproksimacijo z nelinearno funkcijo, ki
temelji na metodi najmanjsih kvadratov.


https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.poly1d.html#numpy.poly1d
https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.poly1d.html#numpy.poly1d
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8.4.1 Aproksimacija s harmonsko funkcijo

Tabela podatkov je definirana kot:

X
y

np.array([ 0.1, 0.8, 1.7, 2.5, 3.4, 4.2, 5.1])
np.array([ 0.01, -1.13, 0.02, 0.92, -0.01, -0.98, 0.1])

Prikazimo tabelo podatkov:

plt.plot(x, y, 'o', label='Tabela podatkov')
plt.legend();
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Aproksimacijo z nelinearno funkcijo bomo izvedli s pomod¢jo scipy.optimize.curve_fit (do-
kumentacija):

curve_fit(f, xdata, ydata, pO=None, sigma=None, absolute_sigma=False,
check_finite=True, bounds=( -inf, inf), method=None, jac=None, **kwargs)

katera zahteva tri parametre: f predstavlja definicijo Python funkcije, s katero zelimo apro-
ksimirati, in katere parametre spreminjamo z uporabo metode najmanjsih kvadratov. xdata
in ydata predstavljata tabelo podatkov. Priporoceno je tudi, da definiramo priblizek iskanih
parametrov p0. Ostali parametri so opcijski.

Funkcija vrne dve numeriéni polji: popt, ki predstavlja najdene parametre ter pcov, ki pred-
stavljajo ocenjeno kovarianco popt.

Definirajmo najprej Python funkcijo, katere prvi parameter je neodvisna spremenljivka x,
nato pa sledijo parametri, ki jih zelimo dolociti:

def func(x, A, \omega, \phi):
return Axnp.sin( \omega*x+ \phi)

kjer je A amplituda, w krozna frekvenca in ¢ faza harmonske funkcije. S pomocjo slike lahko
ugibamo prve priblizke: A=1, w=1, ¢=0
Sedaj uvozimo curve_fit in izvedemo optimizacijski postopek:

from scipy.optimize import curve_fit

popt, pcov = curve_fit(func, x, y, pO=[1, 1, 0])
popt


https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.optimize.curve_fit.html
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.optimize.curve_fit.html
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array([ 1.01461945, 1.89652046, -3.27943097])
Izrac¢unali smo pri¢akovane vrednosti (glejte zgorayj).

func(x, *popt)

array([ -0.0525477 , -0.99608783, -0.05612665, 1.00860622, -0.02753942,
-1.01426499, 0.1110182 1)

x_g = np.linspace(np.min(x), np.max(x), 50)

y_g = func(x_g, *popt) # bodi pozorni kako smo v funkcijo posredovali parametre
plt.plot(x, y, 'o', label='Tabela podatkov')

plt.plot(x_g, y_g, label='Aproksimacija')

plt.legend();
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8.5 Dodatno

Naredite .eze svojega programa:

 https://pypi.org/project /py2exe/
o http://www.pyinstaller.org/

!l pandas

Poglejte pandas paket.

8.5.1 Aproksimacija z zlepki in uporabo SciPy
Tabela podatkov naj bo:

x = np.linspace( -3, 3, 20)
x


https://pypi.org/project/py2exe/
http://www.pyinstaller.org/
http://pandas.pydata.org/
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array ([ -3. , —2.68421053, -2.36842105, -2.05263158, -1.73684211,
-1.42105263, -1.10526316, -0.78947368, -0.47368421, -0.15789474,
0.15789474, 0.47368421, 0.78947368, 1.10526316, 1.42105263,
1.73684211, 2.05263158, 2.36842105, 2.68421053, 3. D

np.random.seed(0) # seme generatorja nakljuénih Stevil
y = np.exp( -x**2) + 0.1 * np.random.normal(scale=.5, size=len(x))

y
array([ 0.08832603, 0.02075073, 0.0526001 , 0.12684217, 0.14234432,
0.08387244, 0.34226064, 0.52862107, 0.79385312, 0.99590738,

0.98257964, 0.87172774, 0.57424082, 0.30083997, 0.15492949,
0.06565014, 0.08950146, -0.00659471, 0.01639626, -0.04258138])

Poglejmo si objekt scipy.interpolate.UnivariateSpline (dokumentacija), ki omogoca
tako interpolacijo kot aproksimacijo z zlepki:

UnivariateSpline(x, y, w=None, bbox=[None, None], k=3, s=None, ext=0,
check_finite=False)

Parametra x in y predstavljata tabelo podatkov.

Opomba: UnivariateSpline je od SciPy 1.15 oznacen kot legacy; sodobnejsi ekvivalent za
aproksimacijo (glajenje) z zlepki je scipy.interpolate.make_smoothing_spline (dokumenta-
cija) oz. make_splrep. Objektni vmesnik spodaj Se deluje in je preglednejsi za ucenje.

Opcijski parameter s doloca vrednost, katere vsota kvadratov razlik aproksimacijskega zlepka
in aproksimacijskih tock ne sme preseci:

sum((wli] * (y[i] -spl(x[i])))**2, axis=0) <= s

w so utezi posameznih tock.

Ce definiramo s=0, zahtevamo interpolacijo.

Parameter k definira stopnjo polinomskega zlepka (privzeto je k=3).

Aproksimacijo z zlepki izvedemo tako, da ob tabeli podatkov x in y definiramo Se parameter
s. Izvedimo interpolacijo:

from scipy.interpolate import UnivariateSpline
spl = UnivariateSpline(x, y, s=0.)

x_g = np.linspace( -3, 3, 100)

plt.plot(x, y, 'o', ms=5, label='Aproksimacijske tolke')
plt.plot(x_g, spl(x_g), lw=3, label='Zlepek', alpha=0.6)
plt.legend();
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https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.interpolate.UnivariateSpline.html
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Izvedimo Se aproksimacijo:
spl_a = UnivariateSpline(x, y, s=.1)

plt.plot(x, y, 'o', ms=5, label='Aproksimacijske tolke')

plt.plot(x_g, spl(x_g), lw=3, label='Interpolacija (s=0)');

plt.plot(x_g, spl_a(x_g), lw=3, label='Aproksimacija (s=0.1)');
plt.plot(spl_a.get_knots(), spl_a(spl_a.get_knots()), 'o', label='Vozli pri
aproksimaciji');

plt.legend();

1.04 ® Aproksimacijske tocke
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Dejanski preostanek:
spl_a.get_residual()

0.10002662427563205



Poglavje 9
Resevanje enacb
9.1 Uvod

Za uvod si oglejmo spodnji video:

from IPython.display import YouTubeVideo
YouTubeVideo ('17d55KE8SIU', width=800, height=300)

enach

Numeri¢no reSevanje

V okviru resevanja enacb obravnavamo poljubno enacbo, ki je odvisna od spremenljivke z in

iSCemo resitev:
f(z)=0. (9.1)

Resitvam enacbe recemo tudi koreni (angl. roots). Koren enacbe f(x) = 0 je hkrati tudi nicla

funkcije y = f(z).
Funkcija y = f(z) ima lahko ni¢le stopnje:

o nicla prve stopnje: funkcija seka abscisno os pod nenicelnim kotom,

« nicle sode stopnje: funkcija se dotika abscisne osi, vendar je ne seka,
« nicle lihe stopnje: funkcija seka abscisno os, pri nicli stopnje 3 in ve¢ imamo prevoj (tangenta

je vzporedna z abscisno 0sjo).
Tukaj je pomembno izpostaviti, da iS¢emo resitev poljubne enacbe f(z) = 0. Ce za linearne,
kvadratne ali kubiéne enacbe, lahko dolo¢imo analitiéne resitve; za veéino nelinearnih enach
analiti¢ne resitve ne moremo dolociti. Iz tega razloga so numericni pristopi toliko bolj pomembni.

142
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9.1.1 Omejitve funkcije f(z)

Za funkcijo y = f(x) zahtevamo, da je na zaprtem intervalu [z, z1] zvezna. Pri ra¢unanju nicel,
se bomo omejili samo na nicle prve stopnje.

9.1.2 Zgled

Poljubno funkcijo y = f(x) lahko definiramo s Pythonovo funkcijo; za zgled tukaj definirajmo
polinom:

def f(x):
return x**x3 - 10*x**2 + 5

Ker pa gre za polinom 23 — 1022 +5 s koeficienti [1, -10, 0, 5] pa je bolje, da ga definiramo
s pomocjo np.polyld:

numpy.polyld(c_or_r, r=False, variable=None)

kjer so parametri:

e c_or_r koeficienti polinoma s padajoco potenco ali ¢e je r=True nicle polinoma,

e r je privzeto False, kar pomeni, da se podajo koeficienti polinoma,

e variable spremenljivka, ki se izpise pri uporabi funkcije print ().

Opomba: np.polyld spada v starejSi  vmesnik; sodobnejsi  je  razred
numpy .polynomial.Polynomial (dokumentacija), ki koeficiente pric¢akuje v naras¢ajocem
vrstnem redu potenc: Polynomial([5, 0, -10, 1]). Objekt prav tako klicemo kot funkcijo,
nicle pa dobimo z metodo roots().

Uvozimo numpy in definirajmo polinom:

import numpy as np # uvozimo numpy
f = np.polyld([1, -10, O, 5]) # definiramo koeficiente polinoma
print(f) # prikaZemo polinom

3 2
1x-10x + 5

Prikazimo funkcijo f(x):

import matplotlib.pyplot as plt # uvozimo matplotlib

/matplotlib inline

x_r = np.linspace( -1, 1, 100)

plt.axhline(0, color='r', 1lw=0.5) # horizontalna ¢rta,

plt.plot(x_r, f(x_r), label='$f(x)$') # da je nicla nekje blizu $x = 0.7$.
plt.legend();


https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.poly1d.html
https://numpy.org/doc/stable/reference/routines.polynomials.html
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Opazimo, da so nicle funkcije f(x) blizu -0,7 in +0,7. Objekt polyld ima atribut roots ali
tudi r (glejte dokumentacijo), ki vrne te nicle:

f.r

array ([ 9.94949106, 0.73460351, -0.68409457])

V nadaljevanju bo nas cilj numeri¢no dolociti nic¢lo za poljubno funkcijo f.

9.2 Inkrementalna metoda

Inkrementalno reSevanje temelji na ideji, da v kolikor ima funkcija f(z) pri z¢ in x; razlicna
predznaka, potem je vmes vsaj ena nicla. Zaprti interval [xg, x| razdelimo torej na odseke Sirine
Ax; na odseku, kjer opazimo spremembo predznaka, je vsaj ena nicla funkcije.

f(z)I f(x,)

Sprememba predznaka

/!

2";;' II
Metoda je prikazana na sliki. f ('/'L:’J)
Za niclo zahtevamo:
w1 — @il <e in |f(zip) + [f(@)] < D, (9.2)

kjer je € zahtevana natanc¢nost resitve in D izbrana majhna vrednost, ki prepreci, da bi kot
niclo razpoznali pol (kar sicer zaradi pogoja zveznosti ni mogoce).
Inkrementalna metoda ima nekatere slabosti:

e je zelo pocasna,
« lahko zgresi dve nicli, ki sta si zelo blizu,


https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.poly1d.html
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o veckratne sode nicle (lokalni ekstrem, ki se samo dotika abscise) ne zazna.

Inkrementalna metoda spada med t. i. zaprte (angl. bracketed) metode, saj iS¢e nicle funkcije
samo na intervalu [zg,z1]. Pozneje bomo spoznali tudi odprte metode, ki lahko konvergirajo k
nic¢li zunaj podanega intervala.

Zaradi vseh zgoraj navedenih slabosti inkrementalno metodo pogosto uporabimo samo za
izracun zacetnega priblizka nicle.

9.2.1 Numeric¢na implementacija

Poglejmo si sedaj inkrementalno iskanje nicel funkcije:

def inkrementalna(fun, x0, x1, dx):
""" Yrne prvi interval (x1, x2) kjer lezi nicla

:param fun: funkcija katere nicle iScemo
:param x1: spodnja meja iskanja

:param x2: zgornja meja iskanja

:param dx: inkrement iskanja

x_d = np.arange(x0, x1, dx) # pripravimo x vrednosti

f_d = np.sign(fun(x_d)) # pripravimo predznake funkcije
f d=f_dl1:1xf_d[: -1] # pomnozimo sosednje elemente
i = np.argmin(f_d) # prvi prehod skozi niclo

# vsota abs funk vrednosti

x0 = x_d[i]

x1 = x_d[i+1]
D = np.abs(fun(x0)) + np.abs(fun(xl))
return np.asarray([x0, x1]), D

Poglejmo sedaj uporabo na zgoraj definiranem polinomu:

rez_inkr, D = inkrementalna(f, 0., 1., 0.001)
rez_inkr

array([0.734, 0.735])

Nicla je izolirana z natancnostjo 0,001, preverimo Se vsoto absolutnih funkcijskih vrednosti:
D
np.float64(0.013071529000000304)

Ugotovimo, da je relativno majhna; bomo pa se s sledec¢imi metodami trudili rezultat bistveno

izboljsati.
Pripravimo sliko:

def fig(Q):
plt.plot(x_r, f(x_r), label='$f(x)$")
plt.axhline(0, color='r', 1lw=0.5) # horizontalna &rta
plt.axvline(rez_inkr[0], color='r', 1lw=0.5) # vertikalna C&rta
plt.axvline(rez_inkr[1], color='r', 1lw=0.5) # vetrikalna c&rta

plt.plot(rez_inkr, f(rez_inkr), 'ro', label='Inkrementalna metoda')
plt.x1im(0.73,0.74)

plt.ylim( -0.1, 0.1)

plt.legend();

Prikazimo rezultat:

fig(O)
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Da smo torej na intervalu [0, 1] izrac¢unali resitev z natanc¢nostjo Az = 0,001, smo morali
1000-krat klicati funkcijo f(x). Gre za zelo neu¢inkovito metodo, zato bomo iskali boljse nacine;
najprej s preprostim iterativnim inkrementalnim pristopom.

9.3 Iterativna inkrementalna metoda

Iterativna inkrementalna metoda v prvi iteraciji z inkrementalno metodo omeji interval iskanja
nicel pri relativno velikem koraku. Interval, najden v prvi iteraciji, se v drugi iteraciji razdeli na
manjse intervale in ponovi se inkrementalno iskanje nicle. Tretja iteracija se nato omeji na interval
dolo¢en v drugi in tako dalje. Z iteracijami zakljucimo, ko smo dosegli predpisano natanénost
resitve e.
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f(z)

fz)h .

1. iteracija

Metoda je prikazana na sliki: | f (

9.3.1 Numeric¢na implementacija

def inkrementalna_super(fun, x0, x1, iteracij=3):
""" Vrne interval (x0, x1) kjer leZzi niéla

:param fun: funkcija katere niclo iScemo
:param x0: spodnja meja iskanja
:param x1: =zgornja meja iskanja

riteraci: Stevilo iteracij inkrementalne metode
nnn

for i in range(iteracij):
dx = (x1 - x0)/10
x0x1, _ = inkrementalna(fun, x0, x1, dx)
x0, x1 = x0x1

# vsota abs funk vrednosti

D = np.abs(fun(x0)) + np.abs(fun(xl))

return np.asarray([x0, x1]), D

S 30 klici funkcije f(z) tako dobimo podobno natanénost kot prej v 1000:

rez30, D30 = inkrementalna_super(f, 0., 1., iteracij=3)
rez30

array([0.734, 0.735])
rez_inkr

array([0.734, 0.735])

Seveda pa lahko natancénost bistveno izboljSamo z veCanjem Stevila iteracij:
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rez80, D80 = inkrementalna_super(f, 0., 1., iteracij=8)
rez80

array([0.7346035 , 0.73460351])

Preverimo Se kriterij vsote absolutnih funkcijskih vrednosti, ki mora biti majhen:

D80
np.float64(1.3073143190212022e -07)

9.4 Bisekcijska metoda

Na intervalu [zg, z1], kjer vemo, da obstaja ni¢la funkcije (predznaka f(xp) in f(x1) se razlikujeta),
lahko uporabimo bisekcijsko metodo.

Ideja metode je:

o interval [x(,z1] razdelimo na pol (od tukaj ime: bi-sekcija): xo = (zo + 1)/2,

o Ce imata f(x¢) in f(x2) razliéne predznake, je nov interval iskanja nicle [zg, z2], sicer pa:

[1'2, xl]v
o glede na predhodni korak definiramo nov zaprt interval [xg, 1] in nadaljujemo z iterativnim

postopkom, dokler ne doseZemo Zelene natancénosti |x1 — zg| < €.

fla)l f(z)

Slika metode: f (E{J)

Bisekcijska metoda spada med zaprte metode, ki vrne nic¢lo funkcije na podanem intervalu

[0, 21].

9.4.1 Ocena napake

Ce v zafetku zaénemo z intervalom Az = |z1 — x|, potem je natan¢nost bisekcijske metode po
prvem koraku bisekcije:

g1 = Ax/2, (9.3)
po drugem koraku:

g9 = Ax/2? (9.4)
in po n korakih:

en = Ax /2" (9.5)

Ponavadi zahtevamo, da je resitev podana z natan¢nostjo € in iz zgornje enacbe lahko izpeljemo
stevilo potrebnih korakov bisekcijske metode:

_ log (%)
= el (9.6)

Seveda je stevilo korakov celo sStevilo.
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9.4.2 Numeri¢na implementacija

def bisekcija(fun, x0, x1, tol=le -3, Dtol=le -1, izpis=True):
""" Vrne ni¢lo z natancnostjo tol

:param fun: funkcija katere nic¢lo iScemo
:param x0: spodnja meja iskanja
:param x1: =zgornja meja iskanja
:param tol: zahtevana natancnost
:param Dtol:najvelja vsota absolutnih vrednosti reSitve
rizpis: ali na koncu izpiSe kratko porocilo
if np.sign(fun(x0))==np.sign(fun(x1)):
raise Exception('Ni¢la ni izolirana. Root is not bracketed.')
n = np.ceil( np.log(np.abs(xl -x0)/tol)/np.log(2) ).astype(int) # Stevil iteracij
for i in range(n):
x2 = (x0 + x1) / 2
f1 = fun(x0)
£3 = fun(x2)
f2 = fun(x1)
if np.sign(fun(x2))!=np.sign(fun(x0)):
xl = x2
else:
x0 = x2
D = np.abs(fun(x0)) + np.abs(fun(xl))
if D > Dtol:
raise Exception('Verjetnost pola ali ve& nicel.')
r = (x0+x1)/2
if izpis:
decimalk = int(np.logl0(1/tol)) # ne deluje vedno in za vse primere:)
print (f'ReSitev: {r:5.{decimalk}f}, Stevilo iteracij: {n:g}, D: {D:5.5f}')
return r

Sedaj poskusimo najti niclo z natanc¢nostjo 1e-3:
bisekcija(f, 0, 1, tol=le -3);
ReSitev: 0.735, Stevilo iteracij: 10, D: 0.01277

V desetih iteracijah smo dobili isto natancen rezultat kakor zgoraj pri iterativni inkrementalni
metodi rez30. Poglejmo Se izracun nicle s Se vecjo natancnostjo:

bisekcija(f, 0, 1, tol=le -6);
ReSitev: 0.734603, Stevilo iteracij: 20, D: 0.00001

Hitrost izvajanja lahko preverimo s t. i. magic funkcijo timeit (dokumentacija), ki veckrat
pozene funkcijo in analizira ¢as izvajanja. Ce je pred magic funkcijo dvojni znak %%, se izvede in
meri ¢as celotne celice, ¢e pa le enojni %, pa samo ene vrstice.

%htimeit
bisekcija(f, 0., 1., izpis=False)

350 \mus \pm 2.06 \mus per loop (mean \pm std. dev. of 7 runs, 1,000 loops each)

Iskanje nic¢le v okolici pola
Poglejmo sedaj iskanje nicle funkcije tan v okolici pola (nicla dejansko ne obstaja):

x_t = np.linspace( -3, 3, 100)

plt.plot(x_t, np.tan(x_t), label='$\\tan(x)$')
plt.ylim( -10, 10)

plt.legend();


http://ipython.readthedocs.io/en/stable/interactive/magics.html#magic-timeit
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V primeru iskanja na intervalu [—1, 1] najdemo pravo niclo:
bisekcija(np.tan, -1, 1, tol=le -3);
ReSitev: -0.000, Stevilo iteracij: 11, D: 0.00098

V primeru iskanja v okolici pola, pa nas program na to opozori (klic funkcije je tukaj zako-
mentiran, sicer se avtomatsko generiranje tukaj prekine):

## bisekcija(np.tan, -3, 0, tol=le -6)

V scipy vgrajena bisekcijska metoda takega preverjanja nima (zaradi hitrosti) in bo vrnila
rezultat, ki bo pa napacen. Pri uporabi moramo torej biti previdni.

9.4.3 Uporaba scipy.optimize.root_scalar

Bisekcijska metoda je pocasna, vendar zanesljiva metoda iskanja nicel in je implementirana znotraj
scipy. Najprej jo uvozimo:

from scipy.optimize import root_scalar

root_scalar(f, args=(), method='bisect', bracket=[a,b], fprime=None, fprime2=None,
x0=None, x1=None,xtol=None, rtol=None, maxiter=None, options=None)

Da s funkcijo root_scalar priklicemo bisekcijsko metodo moramo funkciji podati tri para-
metre: funkijo f ter zaprti interval [a, b] (prek parametra bracket). Predznaka f (a) in f(b)
morata biti razlicna. Ostali parametri, npr. absolutna xtol in relativna rtol napaka ter najvecje
stevilo iteracij maxiter so opcijski - imajo privzete vrednosti. Za ve¢ glejte dokumentacijo.

Poglejmo uporabo:

root_scalar(f, bracket=[0, 1], method='bisect')

converged: True
flag: converged
function_calls: 41
iterations: 39
root: 0.7346035077880515
method: bisect

in hitrost:


https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.optimize.root_scalar.html
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J%timeit root_scalar(f, bracket=[0, 1], method='bisect')

318 \mus \pm 6.72 \mus per loop (mean \pm std. dev. of 7 runs, 1,000 loops each)
Preverimo Se lahko funkcijo tan(x), najprej na intervalu, kjer je funkcija zvezna:
root_scalar(unp.tan, bracket=[ -1, 1], method='bisect')

converged: True
flag: converged
function_calls: 3
iterations: 1
root: 0.0
method: bisect

Potem se v okolici pola, kjer ni zvezna:
root_scalar(np.tan, bracket=[ -3, -1], method='bisect')

converged: True
flag: converged
function_calls: 42
iterations: 40
root: -1.5707963267941523
method: bisect

kar je napacna resitev!

9.5 Sekantna metoda

Sekantna metoda zahteva dva zaCetna priblizka zp in z; in funkcijo f(z). Ob predpostavki
linearne interpolacije med tockama xg, f(xg) in x1, f(x1) (skozi tocki potegnemo sekanto, od
tukaj tudi ime), se dolo¢i x2, kjer ima linearna interpolacijska funkcija niclo. o predstavlja nov

priblizek nicle.
f(z))

Linearna interpolacija

e -
x
Glede na sliko: f (T’}J)
lahko zapisemo (podobna trikotnika sta na sliki oznacena z rumeno):
fe) _ Jwo)—f() o

To2—T1 T1—X0
Sledi, da je nov priblizek nicle:

T1—T0
f(x1) = f(zo)

V naslednjem koraku pri sekantni metodi izvedemo sledece zamenjave: xg = x; in x1 = xs.

Sekantna metoda spada med odprte metode, saj lahko najde niclo funkcije, ki se nahaja zunayj
obmodja [xg, x1].

x9 = x1 — f(x1) (9.8)
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9.5.1 Ocena napake

Konzervativno lahko napako ocenimo iz razlike med dvema zaporednima priblizkoma:
€= |xp_1— Tp| (9.9)

9.5.2 Konvergenca in red konvergence

Konvergenca pomeni, da zaporedje priblizkov konvergira k resitvi enac¢be a (« je resitev enacbe).
Red konvergence oznacuje hitrost konvergiranja.
Ce € oznac¢imo napako priblizka in napako z vsakim korakom iteracije linearno zmanjsamo (C
je konstanta):

en=Cel |, (9.10)

govorimo o redu konvergence 1 (¢ ima potenco 1)!

Pri predhodno obravnavani bisekcijski metodi napako na vsakem koraku razpolovimo
(en/en—1 = C = 1/2). Bisekcijska metoda ima red konvergence 1.

Red konvergence sekantne metode je visji in jo je mogoce oceniti z:

en = C el (9.11)

n—1

1z zgornje ocene sledi, da se na vsakem koraku iteracije stevilo to¢nih cifer poveca za priblizno
60%. Ker je red konvergence visji od 1 in manjsi od kvadraticne, tako konvergenco imenujemo
superlinearna konvergenca.

9.5.3 Numeric¢na implementacija

def sekantna(fun, x0, x1, tol=le -3, Dtol=le -1, max_iter=50, izpis=True):
""" Vrne ni¢lo z natancnostjo tol

:param fun: funkcija katere nic¢lo iScemo
:param x0: spodnja meja iskanja
:param x1: zgornja meja iskanja
:param tol: zahtevana natancnost
:max_iter: maksimalno Stevilo iteracij preden se izvajanje prekine
:param Dtol:najvelja vsota absolutnih vrednosti reSitve
rizpis: ali na koncu izpiSe kratko porocilo
nmnn
if np.sign(fun(x0))==np.sign(fun(x1)):
raise Exception('Ni¢la ni izolirana. Root is not bracketed.')
for i in range(max_iter):

f0 = fun(x0)

f1 = fun(x1)

x2 = x1 - f1 * (x1 - x0)/(f1 - £f0)
x0 = x1

x1 = x2

if izpis:

print('{:g}. korak: x0={:g}, x1={:g}.'.format(i+l, x0, x1))
if np.abs(xl -x0)<tol:
r = (x0+x1)/2
D = np.abs(fun(x0)) + np.abs(fun(xl))
if D > Dtol:
raise Exception('Verjetnost pola ali ve nicel.')
r = (x0+x1)/2
if izpis:
decimalk = int(np.logl0(1/tol)) # ne deluje vedno in za vse primere:)
print (f'Resitev: {r:5.{decimalk}f}, D: {D:5.5f}')
return r
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Poglejmo si uporabo:

sekantna(f, 0, 1., tol=l.e -8, izpis=True);

~NOo O WN

korak:
korak:
korak:
korak:
korak:
korak:
. korak:

x0=1, x1=0.555556
x0=0.555556, x1=0
x0=0.707845, x1=0
x0=0.737957, x1=0
x0=0.734549, x1=0
x0=0.734603, x1=0

x0=0.734604, x1=0

.707845.
.737957.
.734549.
.734603.
.734604.
.734604.

ReSitev: 0.73460351, D: 0.00000

in hitrost

%timeit sekantna(f, 0, 1., tol=1l.e -8, izpis=False)

119 \mus \pm 1.89 \mus per loop (mean \pm std. dev. of 7 runs, 10,000 loops each)

Kakor smo zapisali zgoraj, je sekantna metoda odprtega tipa. Resitev enacbe je lahko zunaj
podanega intervala. Poglejmo si primer:

sekantna(np.tan, 1, 2);

O ~NO O WN -

korak:
korak:
korak:
korak:
korak:
korak:
korak:
korak:
9. korak:

x0=2, x1=1.41615.
x0=1.41615, x1=1
x0=1.85165, x1=1.
x0=1.69887, x1=1.
x0=1.97485, x1=2
x0=2.09379, x1=2
x0=2.43519, x1=2
x0=2.76579, x1=3.
x0=3.05013, x1=3.

10. korak: x0=3.13625, x1=3
11. korak: x0=3.14158, x1=3.14159.

ReSitev:

9.5.4 Uporaba scipy.optimize.root_scalar

3.142, D: 0.00002

.85165.

69887 .
97485.

.09379.
.43519.
.76579.

05013.
13625.
.14158.

Znotraj scipy je sekantna metoda definirana v okviru scipy.optimize.root_scalar funkcije:

root_scalar(f, x0=1, method='secant')

converged: True

flag: converged

function_calls: 7
iterations: 6

V primeru sekantne metode, se druga meja intervala izra¢una glede na kodo:

if x0 >=
x1 =

else:
x1

root: 0.7346035077893033

method: secant

0:
x0x(1 + 1le -4) + 1

x0x(1 + 1le -4) - 1

Poglejmo se hitrost

Y%timeit root_scalar(f, x0=1, method='secant')

e -4

e -4
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1565 \mus \pm 904 ns per loop (mean \pm std. dev. of 7 runs, 10,000 loops each)

Sorodna sekantni metodi je Ridderjeva metoda; v podrobnosti metode tukaj ne gremo, je pa
zaprtega tipa, ima kvadrati¢en red konvergence ter jo klicemo s pomocjo funkcije root_scalar:

root_scalar(f, bracket=[0, 1], method='ridder')

converged: True
flag: converged
function_calls: 14
iterations: 6
root: 0.7346035077883111
method: ridder

Brentova metoda (brentq) je v Scipy privzeta in priporocena izbira za iskanje nicel na inter-
valu. Zdruzuje zanesljivost bisekcije in hitrost sekantne metode/inverzne kvadratne interpolacije.
Uporaba in hitrost:

root_scalar(f, bracket=[0, 1], method='brentq')

converged: True
flag: converged
function_calls: 9
iterations: 8
root: 0.7346035077893034
method: brentq

Primerjava hitrosti kaze, da je obicajno hitrejsa od bisekcije:
%timeit root_scalar(f, bracket=[0, 1], method='brentq')
77.9 \mus \pm 427 ns per loop (mean \pm std. dev. of 7 rumns, 10,000 loops each)

Sicer pa Scipy podpira tudi algoritem TOMS 748, ki velja za asimptoti¢no najucinkovitejso
metodo za iskanje nicel na intervalu:

root_scalar(f, bracket=[0, 1], method='toms748')

converged: True
flag: converged
function_calls: 9
iterations: 4
root: 0.7346035077893033
method: toms748

Primerjava hitrosti (v veéini primerov bi naj bila najhitrejsa):
J%timeit root_scalar(f, bracket=[0, 1], method='toms748')

524 \mus \pm 4.25 \mus per loop (mean \pm std. dev. of 7 runs, 1,000 loops each)

9.6 Newtonova metoda

Doslej predstavljene metode ne zahtevajo dodatnih odvodov funkcije; Newtonova metoda, ki si
jo bomo pogledali v nadaljevanju, zahteva en zacCetni priblizek x(, poleg definicije funkcije f(x)
pa tudi njen odvod f’(x). V literaturi za Newtonovo metodo tudi najdemo izraza tangentna
in Newton-Raphsonova metoda.


https://docs.scipy.org/doc//scipy/reference/generated/scipy.optimize.toms748.html
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f(z)l

Princip delovanja metode je prikazan na sliki:
Metodo bi lahko izpeljali grafiéno (s slike), tukaj pa si poglejmo izpeljavo s pomocjo Taylorjeve
vrste:

f(iv1) = fla) + f'(zi) (wig1 — ) + O ((£U¢+1 - fUz)2) ) (9.12)

¢e naj bo pri x;11 vrednost funkcije ni¢, potem velja:

0= fzi) + f'(x:) (wip1 — 2) + O ((wig1 — xz)2) . (9.13)
Naredimo napako metode in zanemarimo c¢lene visjega reda v Taylorjevi vrsti. Lahko izpe-

ljemo:

f(z:)
f(@i)

Ti+1 = T4y — (9.14)

xi+1 je tako nov priblizek iskane nicle.

Algoritem Newtonove metode je:

1. izracunamo nov priblizek x;1,

2. racunanje prekinemo, ¢e je najvecje stevilo iteracij dosezeno (resitve enac¢be nismo nasli),

3. ¢evelja |x;41 — x;| < e raCunanje prekinemo (izrac¢unali smo priblizek nicle), sicer pove¢amo

indeks ¢ in gremo v prvi korak.

Opombi:

o ¢ je zahtevana absolutna natancénost,

e Newtonova metoda lahko divergira, zato v algoritmu predpisemo najvecje stevilo iteracij.

Zgoraj smo omenili, da je Newtonova metoda ena izmed boljsih metod za iskanje nicel funkcij.
Ima pa tudi nekaj slabosti/omejitev:

e spada med odprte metode,
o kvadrati¢na konvergenca je zagotovljena le v dovolj majhni okolici resitve enacbe,
e poznati moramo odvod funkcije.

9.6.1 Red konvergence

Red konvergence Newtonove metode je kvadraten:

e, =Ce2_|, (9.15)
kjer je C:
_ )
= _2f’(x)' (9.16)

Konvergenca je torej hitra, v vsaki novi iteraciji se stevilo to¢nih stevk v priblizku podvoji.
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9.6.2 Numeri¢na implementacija

def newtonova(fun, dfun, x0, tol=le -3, Dtol=le -1, max_iter=50, izpis=True):
# ime "newtonova® zato ker je "newton” vgrajena funkcija v “scipy’
""" Vrne ni¢lo z natancnostjo tol

:param fun: funkcija katere niclo iScemo
:param dfun: f'
:param x0: zaCetni pribliZek
:param tol: =zahtevana natancnost
:max_iter: maksimalno Stevilo iteracij preden se izvajanje prekine
:param Dtol:najvecja vsota absolutnih vrednosti reSitve
:izpis: ali na koncu izpiSe kratko poroclilo
nnn
for i in range(max_iter):
x1 = x0 - fun(x0)/dfun(x0)
if np.abs(xl -x0)<tol:
r = (x0+x1)/2
D = np.abs(fun(x0)) + np.abs(fun(xl))
if D > Dtol:
raise Exception('Verjetnost pola ali ve nilel.')
if izpis:
decimalk = int(np.logl0(1/tol)) # ne deluje vedno in za vse primere:)
print (f'ResSitev: {x1:5.{decimalk}f}, Stevilo iteracij: {i+1}, D:
{D:5.8£}")
return x1
x0 = x1
raise Exception('Metoda po {:g} iteracijah ne konvergira'.format(max_iter))

Definirajmo polinom £ in njegov prvi odvod df:
def f(x):
return x**3 - 10*x**2 + O*xx + 5

def df (x):
return 3*x**x2 — 20%x

Izra¢unajmo sedaj niclo:

newtonova(fun=f, dfun=df, x0=1, tol=le -8);

ReSitev: 0.73460351, Stevilo iteracij: 5, D: 0.00000000
Preverimo hitrost izvajanja:

%timeit newtonova(fun=f, dfun=df, x0=1, tol=le -8, izpis=False)

3.98 \mus \pm 16.8 ns per loop (mean \pm std. dev. of 7 runs, 100,000 loops each)

9.6.3 Uporaba scipy.optimize.root_scalar

Znotraj scipy je Newtonova metoda definirana v okviru scipy.optimize.root_scalar funkcije:
root_scalar(f, x0=1, method='newton', fprime=df)

converged: True
flag: converged
function_calls: 10
iterations: 5
root: 0.7346035077893033
method: newton
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In izmerimo hitrost:
%timeit root_scalar(f, x0=1, method='newton', fprime=df)
88.1 \mus \pm 754 ns per loop (mean \pm std. dev. of 7 rums, 10,000 loops each)

Ce pri root_scalar podamo tudi drugi odvod fprime2, se uporabi Halleyeva metoda, ki
temelji na izrazu:

Tt = 2y — 2f(@n) f'(zn)
" " 2 f2(xn) — f(wn) f" (2n)

(9.17)

def ddf (x):
return 6*x - 20

root_scalar(f, x0=1, method='halley', fprime=df, fprime2=ddf)

converged: True
flag: converged
function_calls: 10
iterations: 3
root: 0.7346035077893033
method: halley

In hitrost:
%timeit root_scalar(f, x0=1, method='halley', fprime=df, fprime2=ddf)

62.1 \mus \pm 799 ns per loop (mean \pm std. dev. of 7 rums, 10,000 loops each)

9.7 Resevanje sistemov nelinearnih enacb

Resujemo sistem enacb, ki ga v vektorski obliki zapiSemo takole:

f(x) = 0. (9.18)

V skalarni obliki zgornji vektorski izraz zapisemo:

fo(zo,z1,...,2p—1) = 0

f1 Ly L1yeweypn—1 =0
( ) , (9.19)

fn—l(x07x1,...,$n_1) = 0.

Resevanje sistema n nelinearnih enacb je bistveno bolj zahtevno kot resevanje ene same ne-
linearne enacbe. Tak sistem enacb ima lahko veé resitev in katero izracunamo, je odvisno od
zacetnih pogojev. Ponavadi nam pri dobri izbiri zacetnih pogojev pomaga fizikalni problem, ki
ga resujemo.

Za racunanje resitve sistema enacb se Newtonova metoda izkaze kot najenostavnejsa in pogo-
sto tudi najboljsa (obstajajo tudi druge metode, ki pa so velikokrat variacije Newtonove metode).

Podobno kot pri izpeljavi Newtonove metode za reSevanje ene enacbe, tudi tukaj zacnemo z
razvojem funkcije f; v Taylorjevo vrsto:

n—1 8f
~ Az + O ([|Ax])?). (9.20)
=0 81’]'

fi(X + AX) = fZ(X) +

Naredimo napako metode, ko zanemarimo ¢lene drugega in visjih redov ter zapiSemo izraz v
matri¢ni obliki:
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f(x + Ax) = f(x) + J(x) Ax, (9.21)

kjer je J(x) Jakobijeva matrika pri vrednostih x. Elementi Jakobijeve matrike so:

Ofi
Jij = . 9.22
J 8$j ( )
Ce naj bo x + Ax resitev sistema enacb, mora veljati:
0 =f(x) +J(x) Ax (9.23)
in torej sledi:
J(x) Ax = —f(x). (9.24)

Izpeljali smo sistem linearnih enacb, matrika koeficientov je oznacena z J(x), vektor neznank
je Ax in vektor konstant —f(x).

Opomba: analiti¢no racunanje Jakobijeve matrike je lahko zamudno in zato jo pogosto pri-
blizno izracunamo pri x numeric¢no:

fi _ filx+ejh)— fi(x)
8$j - h ’

(9.25)

kjer je h majhen premik in je e; enotski pomik v smeri z;. Ce se Jakobijeva matrika izracuna
numericno, govorimo o sekantni metodi in ne Newtonovi.

Pri numeri¢nem izra¢unu si lahko pomagamo s funkcijo scipy.optimize.approx_fprime (za
podrobnosti glejte dokumentacijo).

9.7.1 Numericna implementacija

Algoritem torej je:

1. Izberemo zacetni priblizek xg, najvecéje stevilo iteracij in postavimo indeks na ni¢: i = 0.
2. Izrac¢unamo Jakobijevo matriko J(x;) in resimo linearni sistem: J(x;) Ax; = —f(x;).

3. Izrac¢unamo nov priblizek: x;11 = x; + Ax;.

4. Ce je napaka manjsa od zahtevane, se postopek prekine*. Postopek prekinemo tudi, ¢e je

stevilo iteracij veCje od dovoljenega, sicer povec¢amo indeks ¢ = i 4+ 1 in se vrnemo v korak
2.

* Opomba:
Napako lahko ocenimo z normo razlike dveh zaporednih priblizkov:

n—1
Z |£L‘i,j — xi_l,j] <g, (9.26)
§=0

kjer je ¢ indeks iteracije in j indeks elementa.

9.7.2 Uporaba scipy.optimize.root

Funkcija scipy.optimize.root ima obsezno dokumentacijo in omogoca vecje Stevilo razlicnih
pristopov:

root(fun, x0, args=(), method='hybr', jac=None, tol=None, callback=None,
options=None)

Ce uporabimo privzete parametre, moramo definirati zgolj vektorsko funkcijo fun in zacetno
vrednost x0.
Uvozimo funkcijo:


https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.optimize.approx_fprime.html
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.optimize.root.html
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from scipy.optimize import root

Poglejmo si uporabo na zgledu (gre za zgled na str. 76, Joze Petrisi¢, Resevanje enacb, 1996,
FS, UNI-LJ):

fo(x) =23 +xgx1 — 10 =0, (9.27)

fi(x) =21 +3xgz? —57=0, (9.28)

kjer je vektor x = [zg, z1].
Najprej definirajmo Python funkcijo, ki vrne seznam rezultatov funkcij [fo(x), f1(x)]:

def func(x):
return [x[0]**2 + x[0]*x[1] -10,
x[1] +3*x[0]*x[1]**2 - 57]

Definirajmo se Jakobijevo matriko:

def J(x):
return np.array([[2*x[0]+x[1], x[0]],
[3xx [1]**2, 1+6*x [0]*x[1]1]1])

Uporabimo zacetne vrednosti g = 1,5 in 21 = 3,5 ter resimo problem:

reSitev = root(fun=func, x0=[1.5, 3.5], jac=J)
reSitev

message: The solution converged.
success: True
status: 1
fun: [ -6.972e -12 3.148e -11]
x: [ 2.000e+00 3.000e+00]
method: hybr
nfev: 12
njev: 1
fjac: [[ -2.235e -01 -9.747e -01]
[ 9.747e -01 -2.235e -01]]
r: [ -2.954e+01 -3.782e+01 -6.940e+00]
qtf: [ -2.836e -08 -1.324e -08]

Funkcija root vrne obsezen rezultat. Najbolj pomembna sta atribut x, ki predstavlja iskano
resitev, in atribut success, ki pove, ali je resitev konvergirala:

reditev.x

array([2., 3.1)

reSitev.success

True

import matplotlib.pyplot as plt

# Priprava mreZe tock

x0_range = np.linspace( -5, 5, 400)
x1_range = np.linspace( -5, 5, 400)

X0, X1 = np.meshgrid(x0_range, x1_range)

# Definicija funkcij sistema
FO = X0*x2 + XO0*X1 - 10
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F1 = X1 + 3%X0*X1**2 - 57
plt.figure(figsize=(8, 6))

# Izris nicelnih izolinij (kjer je f(x) = 0)
CSO = plt.contour(X0, X1, FO, levels=[0], colors='blue')
CS1 = plt.contour(X0, X1, F1, levels=[0], colors='red')

# Oznacbe

plt.clabel(CSO, inline=1, fontsize=10, fmt='f0=0')
plt.clabel(CS1, inline=1, fontsize=10, fmt='f1=0"')
plt.plot(1.5, 3.5, 'ko', label='Zaletni pribliZek')
plt.plot(reSitev.x[0], reSitev.x[1], 'ro', label='ReSitev')
plt.xlabel('$x_0$"')

plt.ylabel('$x_13$"')

plt.title('Graficna reSitev sistema (preseéise krivulj)')
plt.grid(True)

plt.legend()

plt.show()
Grafi¢na resitev sistema (presecisce krivulj)
® Zatetni priblizek
4 4 ® Reiitev
e
qb
2 fl=g
% 04
-2 =0
P
q%
74 -

9.8 Dodatno

Tisti, ki ste navduseni nad Raspberry Pi in uporabljate njihovo kamero (npr. tole brez infrarde-

Cega filtra), vas bo morebiti zanimala knjiznica picamera.

9.8.1 Uporaba sympy.solve za resevanje enacb

Za manjse sisteme lahko resitev najdemo tudi simbolno. Poglejmo si zgornji primer:

import sympy as sym

sym.init_printing()

X, y = sym.symbols('x, y')

funkcije = [x*x2 + x*y -10, y + 3*x*xy**2 -57]
funkcije

[:L'2 +ay — 10, 32y +y — 57]

(9.29)


https://www.raspberrypi.org/
https://www.raspberrypi.org/products/pi-noir-camera/
https://www.raspberrypi.org/products/pi-noir-camera/
http://picamera.readthedocs.org/
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sol = sym.solve(funkcije, x, y)
print(f'Stevilo reditev: {len(sol)}')
print(f'Prva reSitev: {sol[0]}')

Stevilo reSitev: 4
Prva reditev: (2, 3)
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Numericno odvajanje

10.1 Uvod

Vsako elementarno funkcijo lahko analiticno odvajamo. Definicija odvoda je:

o)t T D)~ @),

Az—0 Ax

(10.1)

Neposredna uporaba zgornje enac¢be vodi v odstevanje zelo podobnih funkcijskih vrednostih
(f(x + Az), f(x)), obremenjenih z zaokrozitveno napako, ki jih delimo z majhno vrednostjo
Ax; posledi¢no ima odvod bistveno manj signifikantnih Stevk kakor pa funkcijske vrednosti.
Numeri¢nemu odvajanju se izognemo, ¢e imamo to moznost; je pa v nekaterih primerih (npr.
reSevanje diferencialnih enacb) nepogresljivo orodje!

Pri numeri¢nem odvajanju imamo dva, v principu razli¢na, pristopa:

1. najprej izvedemo interpolacijo/aproksimacijo, nato pa na podlagi znanih interpolacij-
skih /aproksimacijskih funkcij izra¢unamo odvod (o tej temi smo ze govorili pri interpolaciji
oz. aproksimaciji) in

2. racunanje odvoda neposredno iz vrednosti iz tabele.

V okviru tega poglavja se bomo seznanili s tem, kako numeri¢no izracunamo odvod funk-
cije f(x); pri tem so vrednosti funkcije f(z) podane tabelari¢no (pari x;, y;), kakor je prikazano na

fz)! y=f(x)

yi—.'—f

T, @

sliki: -2 -1 141 ‘:E?f-‘_-"—;f

Najprej se bomo osredotocili na ekvidistantno, s korakom h, razporejene vrednosti x;; vre-
dnosti funkcije pa bodo y; = f(x;).

Glede na zgornjo definicijo odvoda, bi prvi odvod (za mesto i) lahko zapisali:

162
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y =T H (10.2)
h
kjer je h = x;41 — x;. S preoblikovanjem enacbe:
/ Yi | Yi+1
L= —= 10.3
yz h + h ) ( )

lahko tudi recemo, da za prvi odvod funkcije na mestu i, utezimo funkcijsko vrednost pri ¢
z —1/h in funkcijsko vrednost prii+1 z +1/h.

V nadaljevanju si bomo pogledali teoreticno ozadje kako dolo¢imo ustrezne utezi za razli¢ne
stopnje odvodov, katere moznosti pri tem imamo in kako to vpliva na red natancnosti.

10.2 Aproksimacija prvega odvoda po metodi konc¢nih razlik
Za uvod si oglejmo spodnji video:

from IPython.display import YouTubeVideo
YouTubeVideo('YYuGL -VP2BE', width=800, height=300)

Aproksimacija prvega odvoda
4 o

po metodi konénih razlik

prof, dr. Janko Slavié

Luka Frandi¢

Odvod f'(z) lahko aproksimiramo na podlagi razvoja Taylorjeve vrste. To metodo imenujemo
metoda konc¢nih razlik ali tudi diferenéna metoda.
Razvijmo Taylorjevo vrsto naprej (naprej, zaradi ¢lena +h):

X n gn 2
Flath) = @) = fa) 4 b @)+ o )+ (10.4)
n=0 ———
O(h?)

Clen O (h2) oznac¢uje napako drugega reda. Ce iz enacbe izrazimo prvi odvod:

(flx 1)~ (@)~ o (@) (10,5
| —
O(hl)

S

() =

Ugotovimo, da lahko ocenimo prvi odvod v tocki z; (to je: f/(z;)) na podlagi dveh zaporednih
funkcijskih vrednosti:

folmi) = % (Yi+1 — ¥i) (10.6)
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in pri tem naredimo napako metode, ki je prvega reda O (hl).
Uporabili smo y; = f(x;) (glejte sliko zgorayj).
Napaka je:

h

e=—5 1", (10.7)

kjer je £ neznana vrednost na intervalu [z;, x;11] in smo zanemarili visje ¢lene.
Velja torej izraz:

f(z) = fo(x;) + e (10.8)
Sedaj si poglejmo, kako pridemo do istega rezultata s strojno izpeljavo; najprej uvozimo sympy:

import sympy as sym
sym.init_printing()

Definirajmo simbole:

f = sym.Function('f')
x, h = sym.symbols('x, h')

Nato nadaljujemo z razvojem Taylorjeve vrste naprej (angl. forward Taylor series):

f(x+h) .series(h, n=2)

f(z)+h dcéf(gl) + 0 (h?) (10.9)
1 &=z

Clen O (h2) vsebuje ¢lene drugega in viSjega reda. V zgornji enacbi je uporabljena zacasna
spremenljivko za odvajanje £1; izvedmo odvajanje in vstavimo £ = x:

f(x+h) .series(h, n=2).doit()

d
f@) +h—f(z)+0 (h?) (10.10)
Zapisemo enacbo:

enacba = sym.Eq(f(x+h), f(x+h).series(h, n=2).doit())
enacba

d
f(h+x) = f@) +hf(x) +0 (h?) (10.11)
Resimo jo za prvi odvod f/(z):
f1_naprej_toéno = sym.solve(enacba, f(x).diff(x)) [0]

f1_naprej_tocno

f(h+2) = f(x) + O (h?)
h
V kolikor odvoda drugega in visjih redov ne upostevamo, smo naredili torej napako:

(10.12)

f1_naprej_0 = f1_naprej_tocno.expand().get0()
f1_naprej_0O



Poglavje 10. Numericno odvajanje 165

O (h) (10.13)

Napaka O (hl) je torej prvega reda in ce ta ¢len zanemarimo, naredimo napako metode in
dobimo oceno odvoda:

f1_naprej_ocena = f1_naprej_tocno.expand() .remove0()
f1_naprej_ocena

f(x) | flh+x)

— 10.14
Ugotovimo, da gre za isti izraz, kakor smo ga izpeljali zgoraj, torej je:
, 1
Y=y (—¥i + Yit1) - (10.15)
Utezi torej so:
Odvod | \ Vrednosti — i Yit1
r_ 1
Yi = n -1 1

10.3 Centralna diferencéna shema
10.3.1 Odvod f'(z)
Najprej si poglejmo razvoj Taylorjeve vrste nazaj (angl. backward Taylor series):
f(x -h).series(h, n=3).doit()
2
f(z) — h%f(a:) + W + 0 (h?) (10.16)
Ugotovimo, da se pri razliki vrste naprej in nazaj odstevajo ¢leni sodega reda; definirajmo:
def razlika(n=3):

return f(x+h).series(h, n=n).doit() -f(x -h).series(h, n=n).doit()
razlika(n=3)

2h%f(a:) +0 (h?) (10.17)

Izvedemo sledece korake:

Taylorjevo vrsto nazaj odstejemo od vrste naprej, sodi odvodi se odstejejo,
resimo enacbo za prvi odvod,

dolo¢imo napako metode,

dolo¢imo oceno odvoda.

W=

Izvedimo zgornje korake:

f1_cent_to¢no = sym.solve(
sym.Eq(f(x+h) - f(x -h), razlika(n=3)), # 1 korak
f(x).diff (x)) [0] # 2.korak
f1_cent_0 = f1_cent_toéno.expand().get0() # 3.korak
f1_cent_ocena = f1_cent_tocno.expand() .remove0() # 4.korak

Ocena 1. odvoda torej je:
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f1 _cent_ocena
f(=h+2z) f(h+=x)
— 10.1
2h + 2h (10.18)
Ali:
, 1
Yi = 5p (—Yi-1 + Yiv1) (10.19)
Utezi torej so:
Odvod | \ Vrednosti y;—1 Yi Yitl
_>
Y= o -1 0 1
Napaka metode pa je torej drugega reda:
f1_cent_0O
O (h?) (10.20)

10.3.2 Zgled: exp(—x)

Poglejmo si zgled eksponentne funkcije f(x) = exp(—x) in za tocko x = 1,0 izra¢unajmo prvi

odvod f'(x) = —exp(—z) pri koraku hg =1 in h; =0, 1.

Najprej pripravimo tabelo numeri¢nih vrednosti in tocen rezultat:

import numpy as np

x0 = np.array([0., 1., 2.]) # korak h=1
yO = np.exp( -x0)

hO = x0[1] -x0[0]

x1 = np.array([0.9, 1.0, 1.1]) # korak h=0.1
y1l = np.exp( -x1)
hi = x1[1] -x1[0]

f1_to¢noO = - np.exp( -1) # toen rezultat
f1_tolnol = - np.exp( -1) # tolen rezultat

Potem uporabimo shemo naprej:

f1_naprej_ocena # da se spomnimo

flz)  f(h+)

T T
f1_naprejOo = (yO[1:] -yO[: -11)/h0 # korak h_O
f1_naprejl = (yi[1:] -y1[: -11)/hl  # korak h_1

Izracunajmo napako pri z = 1, 0:

f1_tocnoO - f1_naprejoO[1]

—0.135335283236613

(10.21)

(10.22)
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f1_tocnol - f1_naprejl[1] # korak hil

—0.0177958664378144 (10.23)

Potrdimo lahko, da je napaka pri koraku h/10 res priblizno 1/10 tiste pri koraku h.
Poglejmo sedaj Se napako za centralno diferen¢no shemo, ki je drugega reda:

f1 _cent_ocena

f(=h+z) f(h+2x)

— °h + 5 (10.24)
f1_cent0 = (yO[2:] -yO[: -2]1)/(2%h0) # korak h_O
fl_centl = (y1[2:] -y1[: -21)/(2*h1) # korak h_1

Analizirajmo napako:

f1_toéno0 - f1_cent0[0] # korak hO

0.0644529172102513 (10.25)

f1_toénol - f1_cent1[0] # korak hi

0.000613439041155517 (10.26)
Potrdimo lahko, da je napaka pri koraku h/10 res priblizno 1/100 tiste pri koraku h.

10.3.3 Odvod [f"(x)
Ce Taylorjevo vrsto naprej in nazaj sestejemo, se odstejejo lihi odvodi:
def vsota(n=3):

return f(x+h).series(h, n=n).doit() + f(x -h).series(h, n=n).doit()
vsota(n=4)

d2
2f (x) + hQEf(x) +0 (h?) (10.27)
Doloc¢imo drugi odvod:
f2_cent_toéno = sym.solve(
sym.Eq(f (x+h) + f(x -h), vsota(n=4)), # 1 korak
f(x).diff(x,2))[0] orak

# 2.k
f2_cent_0 = f2_cent_tocéno.expand().get0() # 3.korak
f2_cent_ocena = f2_cent_toéno.expand() .remove0() # 4.korak

Ocena drugega odvoda je:

f2_cent_ocena
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@) fchta) | fhra)

2 02 2 (10.28)
Ali:
/1 1
Vi =13 (Yi-1 — 2vi + Yi+1) (10.29)
Utezi torej so:
Odvod | \ Vrednosti y;—1 Ui Yit1
_>
y! = 7a 1 -2 1
Napaka metode pa je ponovno drugega reda:
f2_cent_0O
O (h?) (10.30)
10.3.4 Odvod f"(x)
Ce zelimo dolod¢iti tretji odvod, moramo Taylorjevo vrsto razviti do stopnje 5:
eq_h = sym.Eq(f(x+h) -f(x -h), razlika(n=5))
eq_h
d h3L f(x
—f(=h+z)+ f(h+2z)= Qh%f(x) + dx;() + 0 (h°) (10.31)

Uporaba 1. odvoda, ki smo ga izpeljali zgoraj, nam ne bi koristila, saj je red napake O (hQ),
kar pomeni, da bi v zgornji enacbi pri deljenju s h% dobili O (h‘l).

Uporabimo trik: ponovimo razvoj, vendar na podlagi dodatnih tock, ki sta od x oddaljeni za
2h in —2h:

eq_2h = eq_h.subs(h, 2+%h)
eq_2h

8h3-L £ ()

dx3
3

Sedaj imamo dve enacbi in dve neznanki; sistem bomo resili po korakih:

—f(=2h + )+ f(2h + ) = 4h%f(x) + + O (h°) (10.32)

enacbo eq_h resimo za prvi odvod,

enacbo eq_2h resimo za prvi odvod,

enac¢imo rezultata prvih dveh korakov in resimo za tretji odvod,
dolo¢imo napako metode,

dolo¢imo oceno odvoda.

T

Izvedimo navedene korake:

f3_cent_toéno = sym.solve(
sym.Eq(sym.solve(eq_h, f(x).diff(x))[0], # 1
sym.solve(eq_2h, f(x).diff(x))[0]), # 2
f(x).diff(x,3)) [0] # 3. korak

f3_cent_0 = £3_cent_tocéno.expand().get0() # 4

f3_cent_ocena = f3_cent_tolno.expand() .remove0() # 5
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Ocena 3. odvoda je:

f3_cent_ocena

f(=2h+z) f(-h+2x) f(h+z) [f(2h+2x)

_ — 10.33
2h3 + h3 h3 + 2h3 ( )
Ali:
1
Yl = s (=¥Yi—2/2 + Yi-1 — Yi+1 + Yi+2/2) (10.34)
Utezi torej so:
Odvod | \ yi-2 Yi—1 Yi Yit1 Yit2
Vrednosti —
y = % 0.5 1 0 1 0.5

Potrdimo, da je napaka metode drugega reda:

£f3_cent_0O

O (h?) (10.35)

10.3.5 Odvod f®(z)

Ponovimo podoben postopek kot za 3. odvod, vendar za 4. odvod sestevamo Taylorjevo vrsto
(do stopnje 6) naprej in nazaj:

eq_h = sym.Eq(f(x+h)+f(x -h), vsota(n=6))
eq_h

dt T
f(=h+2x)+ f(h+x)=2f(x) + h2j;f(x) + h4d1142() + O (h°) (10.36)

Pripravimo dodatno enac¢bo na podlagi tock, ki sta od z oddaljeni za 2h in —2h:

eq_2h = eq_h.subs(h, 2%h)
eq_2h

AR f ()

2
f(=2h+2)+ f2h+z) = 2f(a:)+4h2%f(x)+ 3

+ O (h°) (10.37)
Iz dveh enacb dolo¢imo 4. odvod:

f4_cent_tolno = sym.solve(
sym.Eq(sym.solve(eq_h, f(x).diff(x,2))[0], # 1
sym.solve(eq_2h, f(x).diff(x,2))[0]), # 2
f(x).diff(x,4)) [0] # 3. korak
f4_cent_0 = f4_cent_to¢no.expand().get0() # 4
f4_cent_ocena = f4_cent_tocno.expand() .removel() # 5

Ocena 4. odvoda je:

f4 cent_ocena
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6f(x)  f(=2h+z) Af(-h+=z) 4Af(h+z) [f(2h+2x)
ni T ht B 4 B T S (10.38)
Ali:
@ _ 1
Vil =31 (Yi—2 —4yi-1 + 6y — 4yit1 + Yito) (10.39)
Utezi torej so:
Odvod | \ w2 Vi1 Yi Yi+1 Yit2
Vrednosti —
P = 1. 1 -4 6 -4 1

Potrdimo, da je napaka metode drugega reda:

f4_cent_0O

O (h?) (10.40)

10.3.6 Povzetek centralne diferencne sheme

Zgoraj smo izpeljali prve stiri odvode z napako metode 2. reda. Bistvo zgornjih izpeljav je,
da nam dajo utezi, s katerimi moramo mnoziti funkcijske vrednosti, da izracunamo priblizek
doloc¢enega odvoda. Iz tega razloga bomo tukaj te utezi zbrali. Ce ste neucakani, lahko skocite
na tabelo spodaj. Z branjem nadaljujte, ce pa zZelite spoznati, kako predhodno izpeljane izraze
strojno uredimo.

Najprej zberimo vse ocene odvodov v seznam:

odvodi = [f1_cent_ocena, f2_cent_ocena, f3_cent_ocena, f4_cent_ocena]
odvodi

fchta) | flhva)  2f@)  f-h+a)  fhta)  f(-2h+a)  flhva)  ftao)

f(2h.

2h oh 7 h2 h2 h2 0 2h3 h3 h3
(10.41)
Na razpolago imamo 5 funkcijskih vrednosti (pri legah @ — 2h,x — h,x,x + h,z + 2h), ki jih
damo v seznam:

funkcijske_vrednosti = [f(x -2xh), f(x -h), f(x), f(x+h), f(x+2*h)]
Utez prvega odvoda za funkcijsko vrednosti f(z — h) izracunamo:

f1_cent_ocena.expand() .coeff (funkcijske_vrednosti[1])

b
2h

Sedaj posplosimo in izracunajmo utezi za vse funkcijske vrednosti in za vse ocene odvodov:

(10.42)

centralna_diff_shema = [[odvod.expand().coeff(fv) for fv in funkcijske_vrednosti] \
for odvod in odvodi]
centralna_diff_ shema

2h
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0. -t 0 Lol ot 22 Lo o Lo Lo typpto 4760 41
) 2h7 ’ th ) ’ h27 hgv h27 ’ 2h37 h37 ’ h37 2h3 ) h47 h47 h47 h47 h4

(10.43)
Zgornje povzetke lahko tudi zapiSemo v tabelariéni obliki:
Odvod | \ w2 Yi-1 Yi Yit1 Yit2
Vrednosti —
yi =+ 0 0.5 0 0.5 0
vl = 1% 0 1 -2 1 0
g =% -0.5 1 0 -1 0.5
yM =4 1 4 6 4 1

Prikazana centralna diferenéna shema ima napako 2. reda O(h?).
Opomba: v kolikor vas zanima posplositev diferen¢ne metode, prosim glejte paket findiff.

10.3.7 Izboljsan priblizek - Richardsonova ekstrapolacija

Ce je tocen odvod je izra¢unan kot:

fl(@i) = folai) + e, (10.44)

kjer je f!(z;) numeri¢no izra¢unan odvod v tocki z; in e ocena napake.
Za metodo reda toc¢nosti n: O(h™) pri koraku h velja:

f'(x:) = fo(xi,h) + K A", (10.45)

kjer je K neznana konstanta.
Ce korak razpolovimo in predpostavimo, da se K ne spremeni, velja:

f'(@i) =1, (xz ;L) + K <Z>n (10.46)

Iz obeh enacb izloéimo konstanto K in dolo¢imo izboljsan priblizek:

20 f) (i, B) — fh(wih)
N o 1

—/

f (i)

(10.47)

Zgled
Poglejmo si zgled f(x) = sin(z) (analitiéni odvod je: f’(z) = cos(z)):

X
y

np.linspace(0, 2*np.pi, 9)
np.sin(x)

Pri koraku A imamo funkcijske vrednosti definirane pri:
X

array ([O0. , 0.78539816, 1.57079633, 2.35619449, 3.14159265,
3.92699082, 4.71238898, 5.49778714, 6.28318531])

Numeri¢ni odvod pri z = =

x[4]


https://github.com/maroba/findiff
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3.14159265358979 (10.48)

in koraku h je

h = x[1] - x[0]
f_ocena_h = ( -0.5%y[3] + 0.5%y[5])/h
f_ocena_h

—0.900316316157106 (10.49)

Izracun pri koraku 2h:
h2 = x[2] - x[0]

f_ocena_2h = ( -0.5*%y[2] + 0.5%y[6])/h2
f_ocena_2h

—0.636619772367581 (10.50)

Izracunajmo izboljsano oceno za r = :

f_ocena_izbolj8ana = (2%*2 * f_ocena_h - f_ocena_2h)/(2%*2 -1)
f_ocena_izboljSana

—0.988215164086948 (10.51)

Vidimo, da je izboljSana ocena najblizje teoreti¢ni vrednosti cos(m) = —1.

10.4 Necentralna diferenc¢na shema

Centralna diferenc¢na shema, ki smo jo spoznali zgoraj, je zelo uporabna in relativno natancna.
Ker pa je ne moremo vedno uporabiti (recimo na zacetku ali koncu tabele), si moramo pomagati
z necentralnimi diferenc¢nimi shemami za racunanje odvodov.

Poznamo:

o diferenéno shemo naprej, ki odvod tocke aproksimira z vrednostmi funkcije v naslednjih
tockah in
o diferen¢no shemo nazaj, ki odvod tocke aproksimira z vrednostmi v predhodnih tockah.

Izpeljave so podobne, kakor smo prikazali za centralno diferenéno shemo, zato jih tukaj ne
bomo obravnavali in bomo prikazali samo kon¢ni rezultat.

10.4.1 Diferenc¢na shema naprej

Diferen¢na shema naprej z redom napake O(hl):

Odvod | \ Yit1 Yit2 Yi+3 Yi+a
Vrednosti —

y; = % -1 1 0 0 0
TAERLS 1 -2 1 0 0
v = -1 3 -3 ! )
P = €. 1 -4 6 -4 1

Diferen¢na shema naprej z redom napake O(h?):
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Odvod | \ Yi Yi+1

Yi+2 Yi+3 Yi+4 Yi+5

Vrednosti

N

Y=o -3 4 -1 0 0 0
yl = 75 2 -5 4 -1 0 0
y' =55 D 18 -24 14 -3 0
yM =L 3 14 26 -24 11 -2
10.4.2 Diferen¢na shema nazaj
Diferenéna shema nazaj z redom napake O(h'):

Odvod | \ ¥4 Yi—3 Yi—2 Yi—1 Yi
Vrednosti —

yi =3 0 0 0 -1 1
Y =7 0 0 1 -2 1
g = A 0 -1 3 -3 1
g =k 1 4 6 -4 1

Diferenéna shema nazaj z redom napake O(h?):

Odvod | \  yi—s Yi—a Yi—3 Yi—2 Yi-1 Yi
Vrednosti

N

Y=o 0 0 0 1 -4 3
yl = 75 0 0 -1 4 -5 2
Y =55 0 3 -14 24 -18 5
yM =L 2 11 -24 26 14 3

10.5 Uporaba numpy.gradient

Za izra¢un numeric¢nih odvodov (centralna diferen¢na shema 2. reda) lahko uporabimo tudi
numpy . gradient () (dokumentacija):

gradient (f, *varargs, **kwargs)

kjer £ predstavlja tabelo vrednosti (v obliki numeri¢nega polja) funkcije, katere odvod iS¢emo.
f je lahko ene ali ve¢ dimenzij. Pozicijski parametri varargs definirajo razdaljo med vrednostmi
argumenta funkcije f; privzeta vrednost je 1. Ta vrednost je lahko skalar, lahko pa tudi seznam
vrednosti neodvisne spremenljivke (ali tudi kombinacija obojega). Gradientna metoda na robovih
uporabi shemo naprej oziroma nazaj; parameter edge_order definira red sheme, ki se uporabi na
robovih (izbiramo lahko med 1 ali 2, privzeta vrednost je 1).

Rezultat funkcije gradient je numeri¢ni seznam (ali seznam numeri¢nih seznamov) z izracu-

nanimi odvodi.

Za podrobnosti glejte dokumentacijo.

Za odvajanje funkcije (in ne tabele vrednosti), glejte: scipy.differentiate.


https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.gradient.html
https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.gradient.html
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/differentiate.html
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10.5.1 Zgled

Pogledali si bomo zgled, kako uporabimo utezi, funkcijo gradient in posebnosti na robovih.
Najprej pripravimo tabelo podatkov:

x, h = np.linspace(0, 1, 20, retstep=True)
y = np.sin(2%np.pi*x)

Utezi diferenc¢ih shem:

centralna = np.array([ -0.5, 0, 0.5]) # uteZi centralne sheme; glejte tudi paket
findiff (spodaj)

naprej = np.array([ -3/2, 2, -1/2])

nazaj = np.array([1/2, -2, 3/2])

Sedaj izvedemo odvod notranjih tock (prvi na¢in je z izpeljevanjem seznamov, drugi je vek-
toriziran):

odvod_notranje = np.array([y[i -1:i+2] @ centralna/h for i in range(l, len(x) -1)]) #
izpeljevanje seznamov
odvod_notranje = np.convolve(y, centralnal:: -1], mode='valid') / h # vektoriziran

Na robovih uporabimo diferen¢no shemo naprej oziroma nazaj:

odvod_prva = y[:len(naprej)] @ naprej / h # naprej
odvod_zadnja = y[ -len(nazaj):] @ nazaj / h # nazaj

Sestavimo rezultat:

odvod_cel = np.hstack([odvod_prva, odvod_notranje, odvod_zadnjal)
Prikazemo rezultat skupaj z rezultatom funkcije np.gradient:

import matplotlib.pyplot as plt

fmatplotlib inline

plt.plot(x, odvod_cel, 'ko', lw=3, label='lastna implementacija')

plt.plot(x, np.gradient(y, h), 'g.', label='np.gradient, edge_order=1"')

plt.plot(x, np.gradient(y, h, edge_order=2), 'r.', label='np.gradient, edge_order=2')
plt.legend();

. e ® lastna implementacija o
¢ = np.gradient, edge_order=1 .
o s np.gradient, edge_order=2 o
4_
o o
2_
o o
U_
o o
_2 -
@ o
—4 o o
o o

-6 e @

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0



Poglavje 10. Numericno odvajanje 175

10.5.2 Uporaba numpy.diff

Dajmo tukaj predstaviti Se pogosto uporabljeno funkcijo numpy.diff (dokumentacija) izra¢una
n-to diskretno razliko vzdolz podane osi. Prva razlika je podana kot a[i + 1] — a[i]. To je osnovna
operacija za numeri¢no odvajanje (gre za odvod prve stopnje natancénosti), vendar moramo re-
zultat deliti s korakom h.

Pri uporabi np.diff se dolzina polja zmanjsa za 1.

= np.linspace(0, 2*np.pi, 20)
= np.sin(x_d)
x_d[1] - x_4[0]

QA Q

= S

# Prvi odvod z np.diff (naprej diferenca)
dy = np.diff(y_d) / h_d
x_diff = x_d[: -1] # x os se zmanjsa

plt.figure()

plt.plot(x_d, np.cos(x_d), label='Toclen odvod')
plt.plot(x_diff, dy, 'o', label='np.diff aproksimacija')
plt.legend ()

plt.title('Uporaba np.diff za odvajanje')

plt.show()

Uporaba np.diff za odvajanje

1.00 + — Tolen odvod
np.diff aproksimacija

0.75 4

0.50

0.25 A

0.00 ~

—0.25 A

—0.50 -

=0.75 1

=1.00 ~

10.6 Zaokrozitvena napaka pri numeri¢cnem odvajanju

Zgoraj smo se osredotodili na napako metode. Pri numeri¢nem odvajanju pa moramo biti zelo
pozorni tudi na zaokrozitveno (ali tudi upodobitveno) napako! Poglejmo si prvi odvod (po
centralni diferenéni shemi) zapisan z napako metode (k h?) in zaokroZitveno napako e:

((—yi1 £ ) + (g1 £ €)) + kh? (10.52)

y_ 1
Yi = 9y

V najslabsem primeru se zaokrozitvena napaka sesteje in je skupna napaka:
€ 2
n=q +kh (10.53)

Ko je h velik prevladuje napaka metode k h?; ko pa je h majhen, pa prevladuje zaokrozitvena
napaka. Napaka ima minimum, ko velja:


https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.diff.html
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€
W=+ 2kh =0, (10.54)
Sledi:
€
h= 3 —. 10.55
5% ( )

10.6.1 Zgled

Spodaj si bomo pogledali primer, kjer bomo natan¢nost spreminjali v treh korakih:

1. float16 - 16-bitni zapis: predznak 1 bit, 5 bitov eksponent, 10 bitov mantisa

2. float32 - 32-bitni zapis: predznak 1 bit, 8 bitov eksponent, 23 bitov mantisa

3. float64 - 64-bitni zapis: predznak 1 bit, 11 bitov eksponent, 52 bitov mantisa (to je privzeta
natancnost).

Za vec o tipih v numpy glejte dokumentacijo
Dolo¢imo sedaj osnovno zaokrozitveno napako za posamezni tip:

epsl6 = np.finfo(np.floatl6).eps

eps32 = np.finfo(np.float32).eps

eps64 = np.finfo(np.float64) .eps

print (f'Osnovna zaokroZitvena napaka za tipe \

“float16”, “float32™ in “float64" je:\n{[eps16, eps32, eps64]}')

Osnovna zaokroZitvena napaka za tipe “floatl6™, “float32" in “float64" je:
[np.float16(0.000977), np.float32(1.1920929 -07), np.float64(2.220446049250313e
-16)]

Kot primer si poglejmo seStevanje: k sStevilu 1. pristejemo polovico osnovne zaokrozitvene
napake eps16 in pretvorimo v tip float16, ugotovimo, da je nova vrednost Se vedno enaka
vrednosti 1.:

(1.+eps16/2) .astype('floatl6')
np.float16(1.0)

Definirajmo najprej funkcijo exp(x), ki bo dala rezultat natanc¢nosti, ki jo definira parameter
dtype:

def fun(x, dtype=float): # funkcija
return np.exp( -dtype(x)).astype(dtype)

Definirajmo Se funkcijo za analiti¢no dolo¢ljiv odvod (to bomo pozneje potrebovali za dolocitev
relativne napake):

def f1_fun(x): # "tolen" odvod funkcije
return -np.exp( -x)

Podobno kakor zgoraj pri seStevanju, lahko tudi pri vrednosti funkcije ugotovimo, da spre-
memba vrednosti z, ki je manjsa od €, vodi v isti rezultat:

fun(l., dtype=np.floatl6)
np.float16(0.368)
fun(l+eps16/2, dtype=np.floatil6)

np.float16(0.368)


https://numpy.org/doc/stable/user/basics.types.html

Poglavje 10. Numericno odvajanje 177

Uporabimo sedaj centralno diferenc¢no shemo za prvi odvod. Pri tem naj bodo Stevila zapisana
z natancnostjo dtype, s pomocjo tocnega odvoda pa se izracuna Se relativna napaka:
def f1_CDS(fun, x, h, dtype=np.float64):
f1_ocena = (fun(x+h, dtype=dtype) -fun(x -h,dtype=dtype))/(2*dtype(h))
f1_toéno = f1_fun(x)

relativna_napaka = (f1_to¢no - f1_ocena) / f1_tocno
return f1_ocena, relativna_napaka

Poglejmo primer odvoda pri x = 1,0 (Python funkcija vrne vrednost in relativno napako):
f1_CDS(fun, x=1., h=.01, dtype=np.floatl6)
(np.float16( -0.3662), np.float64(0.004535463210798897))

f1_CDS(fun, x=1., h=.01, dtype=np.float64)

(—0.367885572526119, —1.66667500022579 - 10_5) (10.56)

Definirajmo sedaj korak:

h=0.25%*np.arange (30)
h[:10]

array([1.00000000e+00, 2.50000000e -01, 6.25000000e -02, 1.56250000e -02,

3.90625000e -03, 9.76562500e -04, 2.44140625e -04, 6.10351562e¢ -05,
1.52587891e -05, 3.81469727e -06])

Izra¢unamo oceno odvodov za razlicne natancénosti zapisa (zaradi deljenja z 0 dobimo opozo-

rilo):
f1_16 = £f1_CDS(fun, x=1., h=h, dtype=np.floatl6)
f1_32 = f1_CDS(fun, x=1., h=h, dtype=np.float32)
f1 64 = £f1_CDS(fun, x=1., h=h, dtype=np.float64)

/tmp/ipykernel_355276/1408319698.py:2: RuntimeWarning: invalid value encountered in
divide
f1_ocena = (fun(x+h, dtype=dtype) -fun(x -h,dtype=dtype))/(2*dtype(h))

Izrisemo razli¢ne tipe v odvisnosti od velikosti koraka h. Najprej uvozimo potrebne knjiznice:

import matplotlib.pyplot as plt
%matplotlib inline

Definirajmo sliko:

def fig_ocena():
plt.semilogx(h, f1_16[0], 'b', 1lw=3, alpha=0.5, label='floatl6')
plt.semilogx(h, f1_32[0], 'r', 1lw=3, alpha=0.5, label='float32')
plt.semilogx(h, f1_64[0], 'g', lw=3, alpha=0.5, label='float64=float')
plt.title('Ocena odvoda za razliéne tipe natancénosti')
plt.xlabel('$h$"')
plt.ylabel('Ocena odvoda: $ -\\exp( -1)= -0.3678794%')
plt.ylim( -0.37, -0.365)
plt.legend();

Prikazimo jo:

fig_ocena()



Poglavje 10. Numericno odvajanje

178

Ocena odvoda za razli¢ne tipe natancnosti

—=0.365 |
m— floatle
float32
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o floaté4=float
w —0.366 1
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Pri relativno velikem koraku h prevladuje napaka metode, pri majhnem koraku pa zaokrozi-
tvena napaka; optimalni korak lahko ocenimo glede na:

€

h={—.

2k

V konkretnem primeru velja:

L _f”/(x) e

6 6

Sledi:

h=+v3ce.

Izracunamo primeren korak za 16, 32 in 64-bitni

np.power (3*eps16*np.exp(1),1/3)

zapis:

0.199697177510055

np.power (3*eps32*np.exp(1),1/3)

0.00990623467670444

np.power (3*eps64*np.exp(1),1/3)

1.21885484320102 - 107°

(10.57)

(10.58)

(10.59)

(10.60)

(10.61)

(10.62)

Najbolje se izkaze 64-bitni zapis, vendar pa tudi pri tem korak manjsi od cca 1e-5 ni pripo-

rocen!
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10.7 Aproksimacija odvoda s kompleksnim korakom

Aproksimacija odvoda s kompleksnim korakom je uporabna takrat, ko imamo definirano ka-
terokoli analiticno funkcijo, vendar pa nimamo na voljo analiti¢nega izraza za prvi odvod, za
podrobnosti glejte (vir). Ideja izhaja iz razvoja funkcije f(x) v Taylorjevo vrsto, vendar se izvede
korak v smeri imaginarne osi i h (i = /—1):

d h? d?

fletih) = f(z)+ih—f(2) = 5 - (z) + O (h%) (10.63)

Ce sedaj predpostavimo, da funkcija f(z) realne vrednosti slika na realno os in da sta x in h
realni vrednosti, potem lahko izpeljemo:

Im (f(x+ih)) = h%f(:v) + 0 (h?) (10.64)
h? d?
Re (f(z+ih)) = f(z) = 5 -5 f(z) + O (h*) = Re(f(z+ih)) = f(z) + O (h?*)  (10.65)

Iz prve enacbe (zgoraj) potem izpeljemo izraz za prvi odvod:

Fla) = (f(“z”h)) 10 (1) (10.66)

Rezultat je na nek nacin zelo presenetljiv. Zgoraj smo z eno kora¢no shemo naprej uspeli
pridobiti natan¢nost O (hl), tukaj pa O (hQ)!

Pomembna prednost metode s kompleksnim korakom je, da nima tezav z odstevanjem
skoraj enakih Stevil (ang. cancellation error), ki pesti klasi¢ne diferencéne metode pri zelo
majhnih korakih h. Zato lahko izberemo izjemno majhen h (npr. 102%) in dobimo prakti¢no
tocen rezultat (do strojne natanénosti).

Ce pogledamo sedaj uporabo metoda na primeru od zgoraj exp(—z), spomnimo se najprej
tocnega rezultata pri vrednosti x = 1:

f1_tocnoO

—0.367879441171442 (10.67)

Pri klicu s korakom h = 0.1 dobimo to¢ni dve (tri) stevki (podobno kakor pri centralni
diferen¢ni shemi), zmanjsanjem koraka na desetino pa bi stevilo toénih Stevk priblizno podvojili.

h1l_kompleksno = 0.1

y1_kompleksno = np.exp( -(1.+1.j*h1_kompleksno))
f1_kompleksno = np.imag(yl_kompleksno)/hl_kompleksno
f1_kompleksno

—0.367266615262709 (10.68)

Ker nimamo tezav z odstevanjem skoraj enakih stevil, lahko korak izjemno zmanjsamo in
dobimo tocen rezulta (do strojne natancnosti):

le -10
np.exp( -(1.+1.j*hl_kompleksno))
np.imag(yl_kompleksno) /hl_kompleksno

h1l_kompleksno
y1_kompleksno
f1_kompleksno
f1_kompleksno

—0.367879441171442 (10.69)


https://nhigham.com/2020/10/06/what-is-the-complex-step-approximation/
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np.sin(2*x0*le -5j)
array([0.+0.e+00j, 0.+2.e -05j, 0.+4.e -05j])
np.sin(x0**2+2*x0%1le -5j)

array([ 0. +0.00000000e+00j, 0.84147098+1.08060461e -05j,
-0.7568025 -2.61457448e -05j]1)

Poglejmo si Se primer odvoda funkcije sin(x**2). Iz kode in slike spodaj vidimo bistveno
hitrejso konvergenco metode kompleksnega koraka. Zakaj metoda deluje tako dobro? Ce vstavimo
x4+ ih v 22, dobimo: (x4 ih)? =22+ 2ixh — h?

Ker je h zelo majhen, je h? zanemarljiv v realnem delu, imaginarni del 22 h pa se linearno
prenese skozi sinus. Na tak na¢in dobimo priblizek teoreti¢nega odvoda 2z cos(z?). Metoda vidi
odvod v imaginarnem delu brez odstevanja, zato ne pride do napake zaokrozevanja.

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

# Funkcija: sin(x"~2)
def f£(x):
return np.sin(x**2)

# Analiticni odvod: 2x * cos(x"2)
def df_analytical(x):
return 2*x * np.cos(x**2)

x0 = 1.5
to¢no = df_analytical (x0)

h_vals = np.logspace( -10, 0, 100)
err_fd []
err_cs []

for h in h_vals:
# KonCna razlika (Forward)
fd_approx = (£(x0 + h) - £(x0)) / h
err_fd.append(abs(fd_approx - tocno))

# Kompleksni korak

# £(x + ih) = sin((x+ih)~2) \approx sin(x"2 + 2ixh)
# \approx sin(x~2) + i * 2xh * cos(x"2)

# Imag/h nam da toéno 2x*cos(x"2)

cs_approx = f(x0 + 1j*h).imag / h
err_cs.append(abs(cs_approx - tocno))

plt.figure(figsize=(10, 6))
plt.loglog(h_vals, err_fd, 'r -o', label='Konéna razlika', markersize=4)
plt.loglog(h_vals, err_cs, 'b - -', label='Kompleksni korak', linewidth=2)

plt.xlabel('Korak $h$')

plt.ylabel('Absolutna napaka')

plt.title(r'Napaka pri odvajanju $f(x)=\sin(x"2)$")
plt.grid(True, which="both", alpha=0.5)
plt.legend()

plt.show()
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Absolutna napaka

Napaka pri odvajanju f(x) = sin(x

%)

109

1072

1074

1075 4

1078

10-1¢ 4

10-12 4

1074

1073 4

—e— Kontna razlika
== Kompleksni korak

10710 1078

10.8 Dodatno

Korak h

Video predavanja na temo numeri¢nega odvajanja.
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T
10°


https://www.youtube.com/watch?v=ZJkGI5DZQv8&list=PLYdroRCLMg5OvLx1EtY1ByvveJeTEXQd_&index=18

Poglavje 11

Numericno integriranje

11.1 Uvod

V okviru tega poglavja bomo za dano funkcijo f(z) izracunali dolocen integral:

b
/ f(z)dx (11.1)

kjer sta a in b meji integriranja, f(x) pa so vrednosti funkcije, ki jih pridobimo iz tabele
vrednosti ali s pomocjo analiticne funkcije.
Pri numeri¢nem integriranju integral ocenimo z I in velja

/b flx)de =1+ E, (11.2)

kjer je E napaka ocene integrala.
Numeric¢ni integral bomo racunali na podlagi diskretne vsote:

m
=Y A flo), (113
i=0
kjer so A; utezi, x; pa vozlis¢a na intervalu [a,b] in je m + 1 Stevilo vozlisc.
Ogledali si bomo dva razli¢na pristopa k numeri¢ni integraciji:
1. Newton-Cotesov pristop, ki temelji na ekvidistantnih vozlis¢ih (konstanten korak integracije)
in
2. Gaussov integracijski pristop, kjer so vozlis¢a postavljena tako, da se doseze natancnost za
polinome.

11.1.1 Motivacijski primer

Pri numeri¢nem integriranju si bomo pomagali s konkretnim primerom:

2
/1 x sin(x) dz (11.4)

Pripravimo si vozlis¢éa. Osnovni korak naj bo h = 0.25, v tem primeru imamo Stiri podintervale
in pet vozlis¢, pri koraku 2h so tri vozliséne tocke in pri koraku 4h samo dve (skrajni):

import numpy as np

xg, hg = np.linspace(l, 2, 100, retstep=True) # goste tolke (za prikaz)

x2v, h2v = np.linspace(l, 2, 2, retstep=True) # korak h2v = 1 (2 vozlis&i)

x3v, h3v = np.linspace(l, 2, 3, retstep=True) # korak h3v = 0.5 (3 vozlisca)
x4v, h4v = np.linspace(l, 2, 4, retstep=True) # korak h4v = 0.33.. (4 vozlisca)
x5v, hb5v = np.linspace(l, 2, 5, retstep=True) # korak hb5v = 0.25 (5 vozlisZ)

182



Poglavje 11.

Numericno integriranje

183

Pripravimo Se funkcijske vrednosti:

yg = xg * np.sin(xg)
X2v *

y2v =
y3v =
y4v =
ybv =

Pripravimo prikaz podatkov:

import matplotlib.pyplot as plt

x3v
x4v
x5v

*
*
*

np.
np.
np.
np.

sin(x2v)
sin(x3v)
sin(x4v)
sin(x5v)

%matplotlib inline
def fig motivacija():

plt
plt
plt
plt
plt
plt.
plt
plt

Prikazimo podatke:

fig motivacija()

.fill_between(xg, yg, alpha=0.25, facecolor='r')

.annotate (r'$\int_1"2\,x\,\sin(x)\, \mathrm{d}x$', (1.3, 0.5), fontsize=22)
.plot(xg, yg, lw=3, alpha=0.5, label=r'$x\,\sin(x)$"')

.plot (x2v, y2v, 's', alpha=0.5, label=f'$h={h2v}$', markersize=14)

.plot (x3v, y3v, 'o', alpha=0.5, label=f'$h={h3v}$', markersize=10)
legend(loc=(1.01, 0))

.ylim(0, 2)
.show ()
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0.25 4

flzxsin(x) dx

xsinix)
h=1.0
h=0.5

0.00

1.0

1.2

1.6 1.8 2.0

Analiti¢no izracunajmo tocen rezultat:

import sympy as sym
sym.init_printing()
X = sym.symbols('x')
I_tolno = float(sym.integrate(x*sym.sin(x), (x, 1, 2)).evalf())
I_tocno

1.44042242098021 (11.5)
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11.2 Newton-Cotesov pristop

Na sliki je prikazan sploSen primer, kjer je razdalja med vozlis¢i z; enaka h (gre za ekvidistantno

Y,
)1 '

y=f(z)

delitev). =1, I, L, e b:l:;-j
V okviru tega poglavja si bomo najprej pogledali trapezno ter sestavljeno trapezno pravilo,

pozneje pa bosta sledili Se Simpsonova ter Rombergova metoda.

11.2.1 Trapezno pravilo

Trapezno pravilo vrednosti podintegralske funkcije f(z) na (pod)intervalu [zg,z1] interpolira z
linearno funkcijo. Za dve vozlis¢ni tocki to pomeni, da povrsino pod grafom funkcije priblizno
izracunamo kot:

- (f(20) + f(x1)). (11.6)

| >

1
Itrapezno = Z A; f(l‘l) =
i=0
In so utezi:
1
Numeri¢na implementacija
Numeri¢na implementacija je:

def trapezno(y, h):

Trapezno pravilo integriranja.

:param y: funkcijske vrednosti

:param h: korak integriranja
nnn

return (y[0] + y[ -11)*h/2
Numeriéni zgled

V konkretnem primeru to pomeni, da prvo in zadnjo funkcijsko vrednost utezimo s h/2. V nasem
primeru je h = 1:

I_trapezno = trapezno(y2v, h=h2v)
I_trapezno

1.33003291922963 (11.8)

Pripravimo sliko:
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def fig_trapezno():
plt.fill_between(x2v, y2v, alpha=0.25, facecolor='r')
plt.vlines(x2v, 0, y2v, color='r', linestyles='dashed',6 1lw=1)
plt.annotate('$I_{\\mathrm{trapezno}}$', (1.4, 0.5), fontsize=22)
plt.annotate('Napaka', fontsize=20, xy=(1.5, 1.4), xytext=(1.6, 1.8),

arrowprops=dict(facecolor='gray', shrink=0.05))

plt.plot(xg, yg, lw=3, alpha=0.5, label='$x\\,\\sin(x)$"')
plt.plot(x2v, y2v, 'o', alpha=0.5, label=f'$h={h2v}$')
plt.legend(loc=(1.01, 0))
plt.ylim(0, 2)
plt.show()

Prikazemo:

fig_trapezno ()
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Napaka trapeznega pravila

Razlika med analiticno vrednostjo integrala in numeri¢nim priblizkom I je napaka metode:

E:/bf(:c)dx—l, (11.9)

Ce je funkcija f(z) vsaj dvakrat odvedljiva, se lahko (glejte npr. vir: Burden, Faires, Burden:
Numerical Analysis 10th Ed) izpelje ocena napake, ki velja samo za trapezni priblizek prek celega
integracijskega intervala:

h3
Etrapezno = _ﬁfﬂ(f), (11.10)

kjer je h = b — a in £ neznana vrednost na intervalu [a, b].

11.2.2 Sestavljeno trapezno pravilo

Ce razdelimo interval [a, b] na n podintervalov in na vsakem uporabimo trapezno pravilo integri-
ranja, govorimo o sestavljenem trapeznem pravilu (angl. composite trapezoidal rule).

V tem primeru za vsak podinterval ¢ uporabimo trapezno pravilo in torej za meje podinterval
x; in z;41 uporabimo utezi A; = A;11 = h/2. Ker so notranja vozlis¢a podvojena, sledi:

h
Ag=A, = 3 in za ostala vozliséa: A; = h. (11.11)
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Pri tem smo predpostavili podintervale enake Sirine:
Tn — T
h=n 0 (11.12)
n
Sledi torej:
- y y
0
Itrapezno sest — ZAZ f($l) - (? + Y1 + Y2 + 4 Yn—1 + ?n) h. (1113)
=0
Numeri¢éna implementacija
Numeri¢na implementacija je:
def trapezno_sest(y, h):
Sestavljeno trapezno pravilo integriranja.
:param y: funkcijske vrednosti
:param h: korak integriranja
return (np.sum(y) - 0.5%y[0] - 0.5*%y[ -1])*h
Numericéni zgled
Zgoraj smo ze pripravili podatke za dva podintervala (tri vozliséa):
x3v
array([1. , 1.5, 2. 1)
h3v
0.5 (11.14)
Izra¢unajmo oceno integrala s sestavljenim trapeznim pravilom:
I_trapezno_sest = trapezno_sest(y3v, h=h3v)
I_trapezno_sest
1.41313769956786 (11.15)

Pripravimo sliko:

def fig_trapezno_sest():
plt.fill_between(x3v, y3v, alpha=0.25, facecolor='r')
plt.vlines(x3v, 0, y3v, color='r', linestyles='dashed', lw=1)

plt.annotate('$I_{\\mathrm{trapezno\\;sestavljeno}}$', (1.2, 0.5), fontsize=22)

plt.annotate('Napaka', fontsize=20, xy=(1.75, 1.68), xytext=(1.4, 1.8),
arrowprops=dict(facecolor='gray', shrink=0.05))

plt.annotate('Napaka', fontsize=20, xy=(1.2, 1.1), xytext=(1., 1.4),
arrowprops=dict(facecolor='gray', shrink=0.05))

plt.plot(xg, yg, lw=3, alpha=0.5, label='$x\\,\\sin(x)$"')

plt.plot(x3v, y3v, 'o', alpha=0.5, label=f'$h={h3v}$')

plt.legend(loc=(1.01, 0))

plt.ylim(0, 2)

plt.show()

Prikazemo:
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fig_trapezno_sest()
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Napaka sestavljenega trapeznega pravila

Napaka sestavljenega trapeznega pravila izhaja iz napake trapeznega pravila; pri tem tako napako
naredimo n-krat.
Ker velja h - n = b — a, izpeljemo napako sestavljenega trapeznega pravila kot:

h2(b—a
Etrapezno sest — _(n)f//(n), (1116)

n je vrednost na intervalu [a,b]. Napaka je drugega reda O(h?).

Boljsi priblizek integrala

V nadaljevanju si bomo pogledali t. i. Richardsonovo ekstrapolacijo, pri kateri na podlagi
ocene integrala s korakom h in 2h izracunamo boljsi priblizek.
V kolikor integral I numeri¢no izra¢unamo pri dveh razlicnih korakih h in 2 h, velja:

b
/ f((L‘) dz = I, + Ey, = Isop, + Eop, (1117)

kjer sta Iy, in Iy priblizka integrala s korakom h in 2h ter Fj, in Es;, oceni napake pri koraku
h in 2h. Izpeljemo Igh — Ih = Eh — Egh
Naprej zapiSemo:
h2(b

Eh———-uga)fxn)—iﬁfc (11.18)

Ob predpostavki, da je f”(n) pri koraku h in 2h enak (7 je pri koraku h in 2h dejansko
razlicen), zapiSemo:

2h)%(b —
Ebh«—-—()f2a)f”(n)—-4h?}( (11.19)
Sledi:
Loy, — I, = —3K h2. (11.20)

Sedaj lahko ocenimo napako pri koraku h:

Iy, — Iy,

Ep,=hK = 3

(11.21)
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Na podlagi ocene napake lahko izracunamo boljsi numericni priblizek I;:

1
Ly = In+ 5 (In = Ion) (11.22)
ali
4 1
IF=—=-1I—=-1 11.23
h=g51hn—3ln ( )

Numeriéni zgled

Predhodno smo s trapeznim pravilom ze izracunali integral pri koraku A = 1 in pri koraku h = 0, 5,
rezultata sta bila:

[I_trapezno, I_trapezno_sest]

[1.33003291922963, 1.41313769956786] (11.24)

S pomocjo zgornje formule izracunamo boljsi priblizek:

I_trapezno_bolj8i = 4/3*I_trapezno_sest - 1/3*I_trapezno
print (f'Tolen rezultat: {I_to¢no}\nBoljsi priblizek: {I_trapezno_boljsil}')

TocCen rezultat: 1.4404224209802097
Bolj8i priblizek: 1.4408392930139313

Sestavljeno trapezno pravilo je implementirano tudi v paketu numpy, s funkcijo
numpy . trapezoid (v starejsih razli¢icah numpy.trapz):

trapezoid(y, x=None, dx=1.0, axis= -1)

« y predstavlja tabelo funkcijskih vrednosti,
e X je opcijski parameter in definira vozlisc¢a; ¢e parameter ni definiran, se privzame ekvidis-
tancna vozlisca na razdalji dx,
o dx definira (konstanten) korak integracije, ima privzeto vrednost 1,
o axis definira os po kateri se integrira (v primeru, da je y ve¢dimenzijsko numeriéno polje).
Funkcija vrne izracunani integral po sestavljenem trapeznem pravilu. Vec informacij lahko
najdete v dokumentaciji.

numpy implementacija sestavljenega trapeznega pravila
Poglejmo si primer:
#/htimeit
I_trapezno_np = np.trapezoid(y3v, dx=h3v)
I_trapezno_np

1.41313769956786 (11.25)


https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.trapezoid.html
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11.2.3 Simpsonova in druge metode

Zgoraj smo si pogledali trapezno pravilo, ki temelji na linearni interpolacijski funkciji na posame-
znem podintervalu. Z interpolacijo visjega reda lahko izpeljemo Se druge integracijske metode.
Izra¢unati moramo:

/bf(w) dx. (11.26)

Tabeliramo podintegralsko funkcijo f(z) in tabelo interpoliramo z Lagrangevim interpolacij-
skim polinomom P, (x) stopnje n:

Py(x) =Y fla)Li(x), (11.27)
1=0

kjer so y; = f(x;) funkcijske vrednosti v vozlis¢ih z; in je Lagrangev polinom [; definiran kot:

n
r — T
L(z)= ]] x»—xj-' (11.28)
g=04#i """

Za numeriéni izracun integrala ff f(z)dz (meje so: a = xg, b = x,) namesto funkcije f(x)
vstavimo v integral interpolacijski polinom P, (z):

I:/xn Pn(m)daz:/xnz Fla) () do. (11.29)
zo To =0

Ker je integriranje linearna operacija, lahko zamenjamo integriranje in vsoto:

=% f) /xn li(z) da . (11.30)
i=0 Ny ,
A;

Lagrangev polinom integriramo in dobimo utezi A;:
Tn
Zo

Izpeljava trapeznega pravila z uporabo Lagrangevih polinomov

Poglejmo si kako z Lagrangevim interpolacijskim polinomom prve stopnje strojno izpeljemo utezi
A; v primeru trapeznega pravila.
Najprej v simbolni obliki definirajmo spremenljivko x, vozlis¢i x0 in x1 ter korak h:

x, x0, x1, h = sym.symbols('x x0, x1, h')

Pripravimo Python funkcijo, ki v simbolni obliki vrne seznam n koeficientov Lagrangevih
polinomov [lg(z),l1(z),...,l,—1(z)] stopnje n — 1:

def lagrange(n, x, vozlis&a_predpona='x'):
if isinstance(vozliZla_predpona, str):
vozli§Ca = sym.symbols(f'{vozlisiCa_predpona}:{n}')
coeffs = []
for i in range(0, n):
numer = []
denom = []

for j in range(0, n):
if io== §:
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continue

numer . append (x - vozli&caljl)
denom.append(vozlis€al[i] - vozliscal[jl)

numer = sym.Mul (*numer)
denom = sym.Mul (*denom)

coeffs.append (numer/denom)
return coeffs

Najprej poglejmo Lagrangeva polinoma za linearno interpolacijo (n = 2):

lag = lagrange(2, x)
lag

T — T — g (11.32)
xo—xf —To+ T '
Sedaj Lagrangev polinom [y(x) integriramo ¢ez celotni interval:
int0 = sym.integrate(lagl[0], (x, x0, x1))
int0
2 2 2
21‘0 — 21‘1 rog— T1 2.%0 — 2.%1 o — 1
Izraz poenostavimo in dobimo:
intl = intO0.factor()
intl
To— X
—% (11.34)

Ker je sirina podintervala konstantna je x1 = hg + h, izvedemo zamenjavo:
zamenjave = {x1: xO+h}
intl.subs(zamenjave)

h

- 11.35

y (11.35)
Zgornje korake za Lagrangev polinom lo(z) lahko posplosimo za seznam Lagrangevih polino-

mov:

x, x0, x1, h = sym.symbols('x, x0, x1, h')

zamenjave = {x1: xO+h}

A_trapez = [sym.integrate(li, (x, x0, x1)).factor().subs(zamenjave)
for 1i in lagrange(2, x)] # za vsak lagrangev polimom “1li” v seznamu
lagrange(2,x)

A_trapez

B Z] (11.36)

Izpeljali smo utezi, ki smo jih uporabili pri trapezni metodi:
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Ag=h/2 A =h/2. (11.37)

Trapezno pravilo je:

h
Itrapezno = 5 (yO + yl) (11'38>

Ocena napake je (vir: Burden, Faires, Burden: Numerical Analysis 10th Ed):

h3
Etrapezno — —Ef”(ﬁ). (1139)

Izracun utezi za Simpsonovo pravilo

Potem ko smo zgoraj pokazali strnjen izracun za trapezno pravilo, lahko podobno izvedemo za
kvadratno interpolacijo ¢ez tri tocke (n = 3).
Izracun utezi je analogen zgornjemu:

x, x0, x1, x2, h = sym.symbols('x, x0, x1, x2, h')

zamenjave = {x1: xO+h, x2: x0+2xh}

A_Simpsonl_3 = [sym.integrate(li, (x, x0, x2)).factor().subs(zamenjave).factor()
for 1i in lagrange(3, x)]

A_Simpsonl_3

h 4h h
= o o 11.40
{3’ 3’ 3] ( )
Simpsonovo pravilo (to pravilo se imenuje tudi Simpsonovo 1/3 pravilo) je:
h

ISimpsonovo = g (yO +4y + y2) (1141)

Ocena napake je (vir: Burden, Faires, Burden: Numerical Analysis 10th Ed):
ESimpsonovo - _%f( )(f) (11.42)

Pri tem je treba izpostaviti, da je napaka lokalno 5. reda O(h®) in definirana z neznano
vrednostjo etrtega odvoda ) (£), posledi¢no je to pravilo to¢no za polinome stopnje 3 ali manj.
Primer uporabe:

I_Simps = h3v/3 * np.sum(y3v * [1, 4, 11)
I_Simps

1.44083929301393 (11.43)

Pripravimo sliko. Ker Simpsonovo pravilo temelji na kvadratni interpolaciji, moramo najprej
pripraviti interpolacijski polinom (pomagamo si z numpy.polynomial.Polynomial):

from numpy.polynomial import Polynomial # interpolacijski polinom skozi vozliSca

def fig_Simpsonovo():
y_interpolate = Polynomial.fit(x3v, y3v, deg=len(x3v) -1)
plt.fill_between(xg, y_interpolate(xg), alpha=0.25, facecolor='r')
plt.vlines(x3v, 0, y3v, color='r', linestyles='dashed', lw=1)
plt.annotate('$I_{\\mathrm{Simpsonovo}}$', (1.2, 0.5), fontsize=22)
plt.annotate('Napaka', fontsize=20, xy=(1.75, 1.7), xytext=(1.4, 1.8),

arrowprops=dict(facecolor='gray', shrink=0.05))

plt.annotate('Napaka', fontsize=20, xy=(1.2, 1.1), xytext=(1., 1.4),
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arrowprops=dict(facecolor='gray', shrink=0.05))
plt.plot(xg, yg, lw=3, alpha=0.5, label='$x\\,\\sin(x)$")
plt.plot(x3v, y3v, 'o', alpha=0.5, label=f'$h={h3v}$')
plt.legend(loc=(1.01, 0))
plt.ylim(0, 2)
plt.show()

Prikazemo:
fig_Simpsonovo ()
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scipy.integrate.newton_cotes

Koeficiente  integracijskega  pristopa  Newton-Cotes  pridobimo tudi s  pomocjo
scipy.integrate.newton_cotes() dokumentacija:

newton_cotes(rn, equal=0)

kjer sta parametra:

o rn, ki definira stevilo podintervalov (mogo¢ je tudi nekonstanten korak, glejte dokumenta-
cijo),
e equal, ki definira ali se zahteva konstantno Siroke podintervale.
Funkcija vrne terko, pri ¢emer prvi element predstavlja numeri¢no polje utezi in drugi ¢len
oceno napake.
Poglejmo si primer:

from scipy import integrate
integrate.newton_cotes(2)

(array([0.33333333, 1.33333333, 0.33333333]), -0.011111111111111112)

Izra¢un utezi za Simpsonovo 3/8 pravilo

Nadaljujemo lahko s kubi¢no interpolacijo ¢ez $tiri tocke (n = 4):

x, x0, x1, x2, x3, h = sym.symbols('x, x0, x1, x2, x3, h')

zamenjave = {xl: xO+h, x2: x0+2*h, x3: x0+3*h}

A_Simpson3_8 = [sym.integrate(li, (x, x0, x3)).factor().subs(zamenjave).factor()
for 1i in lagrange(4, x)]

A_Simpson3_8


https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.integrate.newton_cotes.html#scipy.integrate.newton_cotes
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.integrate.newton_cotes.html#scipy.integrate.newton_cotes
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.integrate.newton_cotes.html#scipy.integrate.newton_cotes

Poglavje 11. Numericno integriranje 193

3h 9h 9h 3

11.44
8 87 87 8 ( )
Simpsonovo 3/8 pravilo je:
3h
[Simpsonovo 3/8 — § (yO + 33/1 + 3y2 + y3) (1145>
Ocena napake je (vir: Burden, Faires, Burden: Numerical Analysis 10th Ed):
30° L
ESiInpsonovo 3/8 — _@f (5) (1146)

Poglejmo si primer uporabe. Uporabimo pripravljeno tabelo vrednosti funkcije v stirih tockah:
y4v
array([0.84147098, 1.2959172 , 1.65901326, 1.81859485])

I_Simps38 = 3*h4v/8 * np.sum(y4v * [1, 3, 3, 1])
I_Simps38

1.44060715408392 (11.47)
Pripravimo se prikaz:

def fig_Simpsonovo38():

y_interpolate = Polynomial.fit(x4v, y4v, deg=len(x4v) -1)

plt.fill_between(xg, y_interpolate(xg), alpha=0.25, facecolor='r')

plt.vlines(x4v, 0, y4v, color='r', linestyles='dashed', 1lw=1)

plt.annotate('$I_{\\mathrm{Simpsonovo\\;3/8}}$', (1.2, 0.5), fontsize=22)

plt.annotate('Napaka', fontsize=20, xy=(1.75, 1.7), xytext=(1.4, 1.8),
arrowprops=dict(facecolor='gray', shrink=0.05))

plt.annotate('Napaka', fontsize=20, xy=(1.5, 1.47), xytext=(1.1, 1.6),
arrowprops=dict(facecolor='gray', shrink=0.05))

plt.annotate('Napaka', fontsize=20, xy=(1.2, 1.1), xytext=(1., 1.4),
arrowprops=dict(facecolor='gray', shrink=0.05))

plt.plot(xg, yg, lw=3, alpha=0.5, label='$x\\,\\sin(x)$')

plt.plot(x4v, y4v, 'o', alpha=0.5, label=f'$h={hdv:.6£}$"')

plt.legend(loc=(1.01, 0))

plt.ylim(0, 2)

plt.show()

Prikazemo:

fig_Simpsonovo38()
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11.2.4 Sestavljeno Simpsonovo pravilo

Interval [a, b] razdelimo na sodo Stevilo n podintervalov enake Sirine h = (b — a)/n, s ¢imer so

definirana vozliséa x; = a+ihzat=0,1,...,n. V tem primeru zapiSsemo sestavljeno Simpsonovo
pravilo:
b h n/2 n/2—1 4 W
/a f(@)de =5 | f(wo) + 4; fl@aic1) +2 Z; fl@a) + flan) | =g b FO ), (11.48)

ESestavljeuo Simpsonovo 1/3

kjer je n neznana vrednost na intervalu [a,b]. Napaka je cetrtega reda O(h?).
Numeri¢na implementacija:

def simpsonovo_sest(y, h):

Sestavljeno Simpsonovo pravilo integriranja.

:param y: funkcijske vrednosti
:param h: korak integriranja

return h/3 * (y[0] + 4*np.sum(y[1l: -1:2]) + 2#np.sum(y[2: -1:2]) + y[ -11)

I_Simps_sest = simpsonovo_sest(y5v, h=h5v)
I_Simps_sest

1.44044796026391 (11.49)

Pripravimo sliko:

def fig Simpsonovo_sest():

y_interpolate = Polynomial.fit(x5v, y5v, deg=len(x5v) -1)

plt.fill_between(xg, y_interpolate(xg), alpha=0.25, facecolor='r')

plt.vlines(x5v, 0, ybv, color='r', linestyles='dashed', lw=1)

plt.annotate('$I_{\\mathrm{Simpsonovo\\;sestavljeno}}$', (1.2, 0.5), fontsize=22)

plt.annotate('Napaka', fontsize=20, xy=(1.70, 1.68), xytext=(1.4, 1.8),
arrowprops=dict(facecolor='gray', shrink=0.05))

plt.plot(xg, yg, lw=3, alpha=0.5, label='$x\\,\\sin(x)$")

plt.plot(x5v, yb5v, 'o', alpha=0.5, label=f'$h={h5v}$')

plt.legend(loc=(1.01, 0))

plt.ylim(0, 2)

plt.show()

Prikazemo:

fig_Simpsonovo_sest ()
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Boljsa ocena integrala
Napaka sestavljene Simpsonove metode je definirana z:
b —a 4 (4)
ESostavljcno Simpsonovo 1/3 — — 180 h f (77), (1150)

kjer je n neznana vrednost na intervalu [a, b].
Izboljsano oceno integrala dolo¢imo na podoben nacin kakor pri sestavljeni trapezni metodi;
integral I ocenjujemo pri dveh razlicnih korakih h in 2 h, velja natancno:

b
/ f(z)dx = I, + Ep, = Iop, + Eop, (11.51)

kjer je I priblizek integrala s korakom h in Ej ocena napake pri koraku h; analogno velja za
Igh in Egh.
Ce predpostavimo, da je f® () v obeh primerih enak, lahko dolo¢imo razliko Iy, — I;, =
Ej, — Eap,.
Naprej zapiSemo:
b—a,y 4
E, =— h* Y (n)=h"K. (11.52)
180
Ob predpostavki, da je f*) (1) pri koraku h in 2h enak (5 je pri koraku h in 2h dejansko
razli¢en), zapiSemo:

Eop = — (blgoa’) 2h)! fY(n) =16 h* K (11.53)

Sledi:

Loy, — I, = —15K h*. (11.54)

Sedaj lahko ocenimo napako pri koraku h:

I — I
Ep,=htK=""""2" (11.55)
15
Na podlagi ocene napake lahko izracunamo boljsi priblizek I;:
. 1

ali
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Ii==—1——1Iy (11.57)

Numericéni zgled

Predhodno smo s Simpsonovim pravilom zZe izracunali integral pri koraku h = 0,5 in pri koraku
h = 0,25, rezultata sta bila:

[I_Simps, I_Simps_sest]

[1.44083929301393, 1.44044796026391] (11.58)

S pomocjo zgornje formule izracunamo boljsi priblizek:

I_Simps_boljsi = 16/15+I_Simps_sest - 1/15*%I_Simps
print(f'Toen rezultat: {I_toc¢no}\nBoljsi pribliZzek: {I_Simps_boljsil}')

Tolen rezultat: 1.4404224209802097
Boljsi priblizek: 1.4404218714139077

Pridobimo boljsi numeri¢ni priblizek, izgubimo pa oceno napake!

Simpsonova metoda v scipy.integrate.simpson

V scipy je implementirano sestavljeno Simpsonovo pravilo v scipy.integrate.simpson() (do-
kumentacija):

simpson(y, x=None, *, dx=1.0, axis= -1)

kjer so parametri:

o y tabela funkcijskih vrednosti, ki jih integriramo,

o x vozliséa, gre za opcijski parameter, ¢e je x=None, se predpostavi ekvidistantne podintervale

Sirine dx,

o dx Sirina ekvidistantnih podintervalov oz korak integriranja,

o axis os integriranja (pomembno v primeru vec¢dimenzijskega numeri¢nega polja).

V starejsih razli¢icah SciPy se je funkcija imenovala simps in je imela Se parameter even;
oboje je bilo odstranjeno v SciPy 1.14.

Poglejmo si primer, najprej uvozimo funkcijo simpson:

from scipy.integrate import simpson

#htimeit
simpson(y5v, dx=hb5v)

1.44044796026391 (11.59)

11.2.5 Rombergova metoda

Rombergova metoda temelji na Richardsonovi ekstrapolaciji. Predpostavimo, da integral
ff f(x)dz integriramo na intervalu [a,b], ki ga razdelimo na 2"~ ! podintervalov (n =
1,2,4,8,...).

Rezultat trapeznega pravila pri n = 1 ozna¢imoz R | 1 , pri ¢emer j oznacuje natancnost

v’v
n J

pridobljenega rezultata O(h%/).

Ce uporabimo trapezno integracijsko pravilo pri n = 1,2, 4... podintervalih, izra¢unamo:


https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.integrate.simpson.html
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.integrate.simpson.html
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o Ry, korak hy = h, red natan¢nosti O(h?),
¢ Ry, korak hy = h/2, red natan¢nosti O(h3),
o Ry, korak hg = h/4, red natan¢énosti O(h3),
o Ry, korak hy = h/8, red natan¢énosti O(h3),

o Ry, korak hy = h/(2"71), red natancnosti O(h2).

Na podlagi Richardsonove ekstrapolacije izra¢cunamo boljsi priblizek

e Ryo=Ro1+ 1 (R2,1 — R1,1), korak hy = h/2, red natancnosti O(h%),

R32 = R31 + 5 (R31 — Ra1), korak h3 = h/4, red natancnosti O(h3),

e Rys=Ry1+ 3% (Rny— Rn-1,1), korak hy, = h/(2771), red natanénosti O(hj).
Nato nadaljujemo z Richardsonovo ekstrapolacijo:

e R33=R32+ 1—15 (R32 — Ra2), korak h3 = h/4, red natancnosti O(hf),

e Ry3=Rya+ 1= (Ru2— Ru_12), korak hy, = h/(2"1), red natan¢nosti O(hS).
Richardsonovo extrapolacijo lahko posplosimo:

e R,j=Ry,j1+ ﬁ (Rnj—1 — Rn—1j-1), korak h, = h/(2""!), red natan¢nosti O(h¥)

Pri tem je boljsi priblizek Ra 2 pri koraku h/2 enak rezultatu, ki ga dobimo po Simpsonovi
metodi pri koraku h/2. Podobno je boljsi priblizek R3o pri koraku h/4 enak numeri¢nemu
integralu Simpsonove metode pri koraku h/4. In je dalje R33 enak popravljenemu priblizku
Simpsonove metode pri koraku h/4.

Pripravimo numeri¢ne podatke:

x9v, h9v = np.linspace(l, 2, 9, retstep=True) # korak h9v = 0.125 (9 vozliig)
y9v = x9v * np.sin(x9v)

Poglejmo si primer od zgoraj. Najprej s sestavljeno trapezno metodo izra¢unamo integral pri
razlicnih korakih (drugi red napake):

## 0(h~2)
R1_1 = trapezno_sest(y9v[::8], 8*h9v) # h=1.0
R2_1 = trapezno_sest(y9v[::4], 4*h9v) # h=0.5
R3_1 = trapezno_sest(y9v[::2], 2*h9v) # h=0.25
R4_1 = trapezno_sest(y9v, h9v) # h=0.125
[R1_1, R2_1, R3_1, R4_1]
[1.33003291922963, 1.41313769956786, 1.4336203950899, 1.43872310575291] (11.60)

Nato izra¢unamo boljse priblizke (dobimo ¢etrti red napake):

## 0(h~4)

R2 2 = R2.1 + 1/3 * (R2_1 - R1_1)
R3_2 = R3_1 + 1/3 * (R3_1 - R2_1)
R4_2 = R4_1 + 1/3 * (R4_1 - R3_1)
[R2_2, R3_2, R4_2]

[1.44083929301393, 1.44044796026391, 1.44042400930725] (11.61)

Rezultati predstavljajo rezultat Simpsonove metode pri koraku h = 0,5, h = 0,25 in h =
0.125:

[simpsonovo_sest(y9v[::4], 4%h9v), simpsonovo_sest(y9v[::2], 2%h9v),
simpsonovo_sest(y9v, hov)]
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[1.44083929301393, 1.44044796026391, 1.44042400930725] (11.62)

Ponovno izracunamo boljse priblizke (dobimo Sesti red napake):
## 0(h6)

R3_3 = R3_2 + 1/15 * (R3_2 - R2_2)

R4 3 = R4 2 + 1/15 * (R4_2 - R3_2)

[R3_3, R4_3]

[1.44042187141391, 1.44042241257681] (11.63)

Rezultat predstavlja boljsi rezultat Simpsonove pri koraku h = 0,25 in h = 0.125:
adh, a2h, ah = [simpsonovo_sest(y9v[::4], 4*h9v), simpsonovo_sest(y9v[::2], 2xh9v),

simpsonovo_sest(y9v, hov)]
[16/15%a2h -1/15%adh, 16/15%ah -1/15%a2h]

[1.44042187141391, 1.44042241257681] (11.64)

Ponovno izra¢unamo boljse priblizke (dobimo osmi red napake):

## 0(h8)
R4 4 = R4 3 + 1/63 * (R4_3 - R3_3)
R4_4

1.4404224211667 (11.65)

Rombergova metoda nam torej ponuja visoko natancnost rezultata za relativno majhno nu-
meri¢no ceno. Napako pa ocenimo:

E=|Rnyn—Ro-1n1]. (11.66)

Rombergova metoda v scipy.integrate.romb

V scipy je implementirana Rombergova metoda v scipy.integrate.romb() (dokumentacija):
romb(y, dx=1.0, axis= -1, show=False)

kjer so parametri:

e y tabela funkcijskih vrednosti, ki jih integriramo,

e dx Sirina ekvidistantnih podintervalov oz korak integriranja,

o axis os integriranja (pomembno v primeru ve¢dimenzijskega numeri¢nega polja),
e show Ce je True prikaze elemente Richardsonove ekstrapolacije.

Poglejmo si primer od zgoraj:
from scipy.integrate import romb
yov

array([0.84147098, 1.01505104, 1.18623077, 1.34872795, 1.49624248,
1.62261343, 1.72197541, 1.78891084, 1.81859485])

romb(y9v, dx=h9v, show=True)


https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.integrate.romb.html#scipy.integrate.romb
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Richardson Extrapolation Table for Romberg Integration

1.33003

1.41314 1.44084

1.43362 1.44045 1.44042
1.43872 1.44042 1.44042 1.44042

1.4404224211667 (11.67)

11.3 Gaussov integracijski pristop

Newton-Cotesov pristop temelji na polinomu n-te stopnje in napaka je n+ 1 stopnje. To pomeni,
da integracija daje tocen rezultat, Ce je integrirana funkcija polinom stopnje n ali manj; pri sodem
n zaradi simetrije celo stopnje n + 1 (Simpsonovo pravilo, n = 2, je npr. to¢no tudi za kubi¢ne
polinome).

Gaussov integracijski pristop je v principu drugacen: cilj je integral funkcije f(x) nadomestiti
z utezeno vsoto vrednosti funkcije pri diskretnih vrednostih f(z;):

b n—1
/ fla)dz =Y A f(x). (11.68)
a i=0

Pri tem je neznana utez A; in tudi lega vozlisca x;. Za stopnje polinoma n bomo potrebovali
tudi ve¢ tock (z;, f(x;)).

V nadaljevanju bomo spoznali, da lahko zelo uc¢inkovito izracunamo numeri¢no tocen integral.
Prednost Gaussove integracije je tudi, da lahko izrac¢una integral funkecij s singularnostmi (npr:

[y sin(z)//(x) dz).

11.3.1 Gaussova kvadratura z enim vozliSéem

Predpostavimo, da zZelimo integrirati polinom stopnje n = 1 (linearna funkcija):

f(z) = Pi(z) = ap + a1 z. (11.69)
Izra¢unajmo:
zp 2\ TD 2 2
/ Py (z)dz = aox—l—alw— :—aoxL—i—ao:I:D—almL —I—w. (11.70)
. 2 or 2 2

Po drugi strani pa zelimo integral izracunati glede na ustrezno utezeno Ag vrednost funkcije
f(xo) v neznanem vozliséu xy (samo eno vozlisce!):

Tp
/ Pl(.%') dz = Ay Pl(.%'()) = Agag + Ag a1 zo. (11.71)

L

7 enacenjem zgornjih izrazov izpeljemo:

al 1‘2L al .T}%)
2 2
ao in aq sta koeficienta linearne funkcije, ki lahko zavzame poljubne vrednosti, zato velja:

—aoxr +agTp — = Apag+ Ag ay xo. (11.72)

x2 1'2
ago (—:IIL+.TD—A0):O in ay <—2L+2D—Aol’0> =0. (11.73)

Gre za sistem linearnih enacb z resitvijo:
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Ay =zp —xp, Ty = JUL—FTJUD' (11.74)

Ce je integrirana funkcija linearna, bomo samo na podlagi vrednosti v eni tocki izracunali
pravo vrednost!

Da je Gaussov integracijski pristop neodvisen od mej integriranja zy, xp, pa uvedemo stan-
dardne meje.

Standardne meje: x; = —1in zp =1

Zaradi sploSnosti meje x € [xp, zp] transformiramo v € [—1, +1] s pomocjo:

_Tp+xL  Tp—TL

z . L (11.75)
in
do = %dg. (11.76)
Velja:
Tp 1
| r@ae= [ g a (1.7
Ty, —1
kjer je:
g(g)::cD;foCUL—ga:D _’_:ED;CL‘Lé.)' (11.78)

V primeru standardnih mej, je pri eni Gaussovi toc¢ki utez Ag = 2 in xg = 0 vrednost, pri
kateri moramo izracunati funkcijo f(zo).
Strojno izpeljevanje utezi in Gaussove tocke

Definirajmo simbole in nastavimo enacbo:

a0, a_1, x, x_L, x D, A0, x_ 0 = sym.symbols('a_0, a_1, x, x_ L, x. D, A_O, x 0') #
simboli
P1 = a_0 + a_1%*x # linearni polinom

eq = sym.Eq(P1.integrate((x, x_L, x_D)).expand(), A_O*Pl.subs(x, x_0)) # teoretiéni
integral = ocen z utezmi
eq
alx% al:n%
agxp — agxr, + 5 — 5 = Ay (ao + all'()) (11.79)
Pripravimo dve enacbi (za prvo predpostavimo ay = 0,a; = 1, za drugo predpostavimo

ag = 1,a; = 0) ter reSimo sistem za A_0 in x_0:
sym.solve([eq.subs(a_0, 0).subs(a_1, 1), eq.subs(a_1, 0).subs(a_0, 1)], [A_O0, x_0])

KmD ~ar, 3:’32%)} (11.80)

Za dodatno razlago priporoc¢am video posnetek.


https://www.youtube.com/watch?v=iQ5-4hx25Rw
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11.3.2 Gaussova integracijska metoda z vec¢ vozliséi

Izpeljati zelimo Gaussovo integracijsko metodo, ki bo upostevala na intervalu [a,b] v vozliS¢ in
bo to¢no izrac¢unala integral polinomov do stopnje n = 2v — 1. Veljati mora:

b v—1
/ ng_l(.l‘) dx = Z Az‘ ng_l(xi). (11.81)
a i=0
Pri izpeljavi se bomo omejili na standardne meje x;, = —1, zp =1,

kjer je polinom stopnje n = 2v — 1 definiran kot:
2v—-1

Py_1(z) =Y a;a’. (11.82)
=0

Z dvema Gaussovima tockama/vozliSéema toc¢no izracunamo integral polinoma do tretjega
reda, s tremi Gaussovimi vozlis¢i pa to¢no izracunamo integral polinoma do petega reda!

Strojno izpeljevanje

Pripravimo si najprej simbolni zapis polinoma in ustreznih spremenljivk:

def P_etc(n=1, a='a', x='x'): # n je stopnja polinoma
ai = sym.symbols(f'{a}:{n+1}") # seznam a_i
X = sym.symbols(x) # spremenljivka x

return ai, x, sum([ail[i]*x**i for i in range(n+1)])
Sedaj pa poisc¢imo utezi A; in vozlis¢a x; za primer dveh Gaussovih vozlis¢; polinom je torej

tretje stopnje.

v = 2 # Stevilo vozlis&c

ai, x, P = P_etc(n=2%v -1)

xi = sym.symbols(f'x:{v}') # seznam x_i
Ai = sym.symbols(f'A:{v}') # seznam A_i
print(f'Vozlisca: {xi}\nUtezi: {Ai}")

Vozlidéa: (x0, x1)
Utezi: (A0, A1)

Polinom:

P

aop + a1z + asx? + asx® (11.83)

Podobno kakor zgoraj za eno vozlisce, tukaj definirajmo enacbe:
eqs = [sym.Eq(P.integrate((x, -1, 1)).coeff(a_),\
sum([Ai[i]*P.subs(x, xi[i]) \
for i in range(v)]) .expand().coeff(a_)) \
for a_ in ail]
eqs

2
2=Ag+ Ay, 0= Agzg+ A1x1, g = A():L'(Q) + All'%, 0= A():Eg + AlfL‘? (1184)

Resimo jih za neznane x; in A;:

sol = sym.solve(eqs, sym.flatten((xi, Ai)))
sol
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V3 V3 V3 V3
($50)(840)] e

Dolo¢ili smo seznam dveh (enakih) resitev.

Najprej sta definirani vozliséi: z9 = —v/3/3 in 21 = v/3/3, katerima pripadata utezi Ag =
A =1.

Koda zgoraj je izpeljana v splosnem - stevilo vozlis¢ v lahko povecate ter izracunate vozlisca
ter pripadajoce utezi.

Spodaj je podana tabela vozlis¢ in utezi za eno, dve in tri vozliséa (za meje a = —1, b= 1):

Stevilo toc¢k 1:

i Vozlisce x; Utez A;
0 0 2

Stevilo toc¢k 2:

i Vozlisce x; Utez A;
V3

0 —3 1

1 +3 1

Stevilo to¢k 3:

1 Vozlisée x; Utez A;
0 _V15 5
b g
1 0 5
9 V15 5
5 9

Za ve¢ vozlis¢ in tudi oceno napake, glejte Mathworld Legendre-Gauss Quadrature.
Za primer treh Gaussovih tock numeri¢ni integral izracunamo (standardne meje):

IGausss = gf <_\/5175> + gf (0) + g f <\/5175> : (1186)

Numeriéna implementacija

Numeri¢na implementacija (vkljucno s transformacijo mej) za eno, dve ali tri vozlisca:

def Gaussova(fun, a, b, vozlidé=1):

Gaussova integracijska metoda.

:param fun: objekt funkcije, ki jo integriramo

rparam a: spodnja meja

:param b: zgornja meja

:param vozliS¢: Stevilo vozlis¢ (1, 2 ali 3)

def g(xi): # funkcija za transformacijo mej
return (b -a)/2 * fun((b+a +xi * (b -a))/2)

if vozlis¢ == 1:
return 2xg(0.)
elif vozlisc ==
return 1. * g( -np.sqrt(3)/3) + 1. * g(np.sqrt(3)/3)
elif vozlis¢ ==
return 5/9 * g( -np.sqrt(15)/5) +8/9 * g(0.) + 5/9 * g(np.sqrt(15)/5)


http://mathworld.wolfram.com/Legendre-GaussQuadrature.html
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Poglejmo si zgled. Najprej definirajmo funkcijo, ki jo zelimo integrirati:

def f£(x):
return x*np.sin(x)

Sedaj pa funkcijo (v konkretnem primeru f) in ne vrednosti (npr. £(0.)) posredujemo funkeiji
Gaussova. Najprej za eno vozliscée, nato dve in tri:

Gaussova(fun=f, a=1., b=2., vozli&&=1)

1.49624247990608 (11.87)

Gaussova(fun=f, a=1., b=2., vozlig&=2)

1.44014401845179 (11.88)

Gaussova(fun=f, a=1., b=2., vozliié=3)

1.44042294912151 (11.89)

scipy.integrate.fixed_quad

Znotraj scipy je Gaussova integracijska metoda implementirana v okviru funkcije
scipy.integrate.fixed_quad() (dokumentacija):

fixed_quad(func, a, b, args=(), n=b)

kjer so parametri:

e func je ime funkcije, ki jo klicemo,

e a je spodnja meja,

e b je zgornja meja,

e args je terka morebitnih dodatnih argumentov funkcije func,
e n je Stevilo vozlis¢ Gaussove integracije, privzeto n=5.

Funkcija vrne terko z rezultatom integriranja val in vrednost None: (val, None)
Poglejmo primer od zgoraj:
from scipy.integrate import fixed_quad

fixed_quad(f, a=1, b=2, n=3) [0]

1.44042294912151 (11.90)

Rezultat je enak predhodnemu:

Gaussova(fun=f, a=1., b=2., vozlis&=3)
1.44042294912151 (11.91)

11.4 scipy.integrate

scipy.integrate je mocno orodje za numeri¢no integriranje (glejte dokumentacijo). V nadalje-
vanju si bomo pogledali nekatere funkcije.


https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.integrate.fixed_quad.html
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/integrate.html
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11.4.1 Integracijske funkcije, ki zahtevajo definicijsko funkcijo:

e quad(func, a, b[, args, full_output, ...]) izracuna doloceni integral func(x) v
mejah [a, b,

e dblquad(func, a, b, gfun, hfun[, args, ...]1) izratuna  doloceni integral
func(x,y),

e tplquad(func, a, b, gfun, hfun, gqfun, rfun) izracuna doloceni integral
func(x,y,2z),

e nquad(func, ranges[, args, opts, full_output]) izracuna dolocCeni integral n dimen-
zijske funkcije func( ...),

scipy.integrate.quad

Poglejmo si zelo uporabno funkcijo za integriranje, scipy.integrate.quad() (dokumentacija):

quad(func, a, b, args=(), full_output=0, epsabs=1.49e -08, epsrel=1.49e -08,

1imit=50,
points=None, weight=None, wvar=None, wopts=None, maxpl=50, limlst=50)

Izbrani parametri so:

e func Python funkcija, ki jo integriramo,

 a spodnja meja integriranja (lahko se uporabi np.inf za mejo v neskonénosti),
e b zgornja meja integriranja (lahko se uporabi np.inf za mejo v neskoncnosti),
e full output za prikaz vseh rezultatov, privzeto 0,

e epsabs dovoljena absolutna napaka,

o epsrel dovoljena relativna napaka.

Poglejmo primer od zgoraj:
from scipy import integrate

integrate.quad(f, a=1, b=2)

(1.44042242098021, 1.59919013695854 - 1014) (11.92)

scipy.integrate.dblquad

Gre za podobno funkcijo kot quad, vendar za integriranje po dveh spremenljivkah (dokumenta-
cija). Funkcija scipy.integrate.dblquad() izrac¢una dvojni integral func(y, x) v mejah od x
= [a, bl iny = [gfun(x), hfun(x)].

dblquad(func, a, b, gfun, hfun, args=(), epsabs=1.49e -08, epsrel=1.49e -08)

Izbrani parametri so:

e func je Python funkcija, ki jo integriramo,

 a je spodnja meja integriranja x (lahko se uporabi np.inf za mejo v neskonc¢nosti),
e b je zgornja meja integriranja x (lahko se uporabi np.inf za mejo v neskonénosti),
e gfun je Python funkcija, ki definira spodnjo mejo y v odvisnosti od x,

e hfun je Python funkcija, ki definira zgornjo mejo y v odvisnosti od x.

Poglejmo primer izra¢una povrsine polkroga s polmerom 1:

1 V1—x? T
/ / ldy | dz = — (11.93)

Definirajmo ustrezne Python funkcije in izra¢unajmo rezultat:


https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.integrate.quad.html#scipy.integrate.quad
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.integrate.dblquad.html#scipy.integrate.dblquad
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.integrate.dblquad.html#scipy.integrate.dblquad

Poglavje 11. Numericno integriranje 205

def func(y, x): # integracijska funkcija je enostavna, konstanta = 1!

return 1.

def gfun(x): # spodnja meja = 0
return O.

def hfun(x): # zgornja meja

return np.sqrt(l -x**2)
integrate.dblquad(func=func, a= -1, b=1, gfun=gfun, hfun=hfun)

(1.5707963267949, 1.00023545002159 - 10_9) (11.94)

11.4.2 Integracijske funkcije, ki zahtevajo tabelo vrednosti:

e trapezoid(y[, x, dx, axis]) sestavljeno trapezno pravilo,

e cumulative_trapezoid(y[, x, dx, axis, initiall) kumulativni integral podintegral-
ske funkcije (vrne rezultat v vsakem vozliséu),

e simpson(y[, x, dx, axis]) Simpsonova metoda,

e romb(y[, dx, axis, show]) Rombergova metoda.

Tukaj si bomo na primeru ogledali funkcijo cumulative_trapezoid. Oglejmo si primer, ko na
maso m = 1 (enote izpustimo) deluje sila F' = sin(t). Iz 2. Newtonovega zakona sledi: F' = m Z.
Pospesek integriramo, da izraCunamo hitrost; nato integriramo se enkrat za pomik. Definirajmo
najprej funkcijo za pospesek:

def pospeSek(t):
F = np.sin(t)

m=1
return F/m

Zanima nas dogajanje v casu 3 sekund:
t, h = np.linspace(0, 3, 100, retstep=True)

Izra¢unajmo tabelo pospeskov ter nato integrirajmo za hitrost (pri tem je pomembno, da
definiramo zacetno vrednost):

a
A%

pospesek(t)
integrate.cumulative_trapezoid(y=a, dx=h, initial=0)

Hitrost sedaj Se enkrat integrirajmo, da izracunamo pot:
s = integrate.cumulative_trapezoid(y=v, dx=h, initial=0)
Prikazimo rezultat:

plt.plot(t, a, label='PospeSek')
plt.plot(t, v, label='Hitrost')
plt.plot(t, s, label='Pot')
plt.xlabel('$t$ [s]')
plt.legend();
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Poglavje 12

Numeri¢no resevanje diferencialnih
enacCb - zacetni problem

import numpy as np

from ipywidgets import interact
import matplotlib.pyplot as plt
Jmatplotlib inline

import sympy as sym
sym.init_printing()

12.1 Uvod

12.1.1 Zapis (ene) diferencialne enacbe

Predpostavimo, da je mogoce diferencialno enacho prvega reda zapisati v eksplicitni obliki:

y =fty), (12.1)
kjer je f(t,y) podana funkcija in velja 3y’ = dy/dt.
Dodatno je podan zacetni pogoj:

y(to) = yo. (12.2)
Cilj resevanja diferencialne enacbe je izracunati funkcijo y(t), ki resi zgoraj definiran zacetni
problem. Ob dolo¢enih pogojih funkcije f(t,y) ima zacetni problem enoli¢no resitev na intervalu,
ki vsebuje .
Pri numeri¢nem reSevanju vedno rac¢unamo tabelo funkcije y(t;), ki resi dan zacetni problem.
Pri tem so vozliséa t; obi¢ajno ekvidistantna:

to,to + h,to + 2h, ... (12.3)

in h imenujemo (¢asovni) korak (integracije).
Tukaj si bomo pogledali nekatere numericne metode za resevanje diferencialnih enacb pri
zacetnem pogoju.

12.2 Eulerjeva metoda

Eksplicitna Eulerjeva metoda temelji na razvoju funkcije y v Taylorjevo vrsto:

y(t +h) = y(t) + f(t,y(t) b+ O(h?). (12.4)
Naredimo napako metode O(h?), ker zanemarimo odvode drugega in vigjih redov; sedaj lahko

ob znani vrednosti y(t) in odvodu y'(t) = f(t,y) ocenimo vrednosti pri naslednjem ¢asovnem
koraku t + h. Ko imamo enkrat znane vrednosti pri ¢ + h, ponovimo postopek!

207



Poglavje 12. Numericno reSevanje diferencialnih enacb - zacetni problem 208

Koraki Eulerjeve metode:

1. Postavimo i = 0, o, yo = y(to).
2. Izracun vrednosti funkcije pri t;11 = t; + h: yir1 = yi + f(ti, i) h.
3. ¢ =1+ 1 in nadaljevanje v koraku 2.

Diferencialno enacbo resujemo na intervalu [to,t,] in velja h = (t, — t9)/n. n je stevilo
integracijskih korakov (kolikokrat izvedemo korak 2 v zgornjem algoritmu).
Numeri¢na resitev zacetnega problema:

Yo, Y1,Y2,---,Yn (125)

pri vrednostih neodvisne spremenljivke:
to,t1,t2 ... tn. (12.6)

from IPython.display import YouTubeVideo
YouTubeVideo('cfZ8vOb -R8o', width=800, height=300)

Numeri¢no refevanje diferencialnih enach
- zafetni problem -

12.2.1 Napaka Eulerjeve metode

Napaka Eulerjeve metode na vsakem koraku je reda O(h?).

Ker na intervalu od tq do ¢, tako napako naredimo n-krat, je kumulativna napaka n O(h?) =
bt O(R%) = O(h).

Lokalno je napaka drugega reda, globalno pa je napaka prvega reda in ker je Eulerjeva metoda
tako nenatanc¢na jo redko uporabljamo v praksi!

Ocena napake

Toc¢na resitev y(t,) pri velikosti koraka h je:

y(tn) = Yn,h + Ey, (12.7)

kjer je yy » numericni priblizek in E}, napaka metode. Ker je globalna napaka prvega reda,
lahko napako zapisemo kot:

Ej, = kh. (12.8)
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Podobno lahko za velikost koraka 2h zapiSemo:

Y(tn) = Ynon + Eon, (12.9)

kjer je vy 2, numericni priblizek in E9, napaka metode:

Eop = k2h. (12.10)

Ob predpostavki, da je konstanta k pri koraku h in koraku 2h enaka, lahko dolo¢imo oceno
napake pri boljsem priblizku Ej,. Ocitno velja:

Ynh + kR =ynon+2kh (12.11)

nato doloéimo oceno napake:
En =kh =Ynn— Yn2n- (12.12)

12.2.2 Komentar na implicitno Eulerjevo metodo

Pri eksplicitni Eulerjevi metodi rac¢unamo resitev pri ¢;41 iz izracunane vrednosti pri ;.
V kolikor bi nastopala neznana vrednost resitve pri ¢;11, to je y;+1, tudi na desni strani, bi
govorili o implicitni Eulerjevi metodi (ali povratni Eulerjevi metodsi):

Yir1 = Yi + f(tix1, Yit1) h. (12.13)

Ker se iskana vrednost ;41 nahaja na obeh straneh enacbe, moramo za dolocitev y;41 resiti
(nelinearno) enac¢bo. Prednost implicitne Eulerjeve metode je, da je bolj stabilna (npr. v primeru
togih sistemov, ki jih bomo spoznali pozneje) kakor eksplicitna oblika, vendar pa je numeri¢no
bolj zahtevna (zaradi racunanja resitve enacbe).

12.2.3 Numeri¢na implementacija
Najprej uvozimo potrebne knjiznice:

import numpy as np
import matplotlib.pylab as plt
%matplotlib inline

Nato definirajmo Eulerjevo metodo:

def euler(f, t, yO, *args, **xkwargs):

Eulerjeva metoda za reSevanje sistema diferencialnih enalb: y' = f(t, y)

:param f: funkcija, ki vrne prvi odvod - f(t, y)

:param t: Ccasovni vektor kjer radunamo reSitev

:param y0: zaCetna vrednosti

:param args: dodatni argumenti funkcije f (brezimenski)
:param kwargs: dodatni argumenti funkcije f (poimenovani)

:return y: vrne np.array 'y = vrednosti funkcije.
nnn

y = np.zeros_like(t)
y[0] = yO
h = t[1] -t[0]
for i in range(len(t) -1):
y[i+1] = y[i]l + £(t[i], y[i], *args, **kwargs) * h
return y

Pripravimo funkcijo za oceno napake (v numeri¢nem smislu bi bilo bolje oceno napake vkljuéiti
v funkcijo euler, vendar jo zaradi jasnosti predstavimo loc¢eno):
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def euler_napaka(f, t, y0, *args, **kwargs):
""" QOcena napake Eulerjeve metode; argumenti so isti kakor za funkcijo “euler"
nmnn
n = len(t)
if n < 5:
raise Exception('VozliZ¢ mora biti vsaj 5.')
if n%2==0: # sodo vozliS&; odstrani eno tolko in spremeni na liho (da je sodo
odsekov)
n=n-1
y_h = euler(f, t[:n]l, yO, *args, **kwargs)
y_2h = euler(f, t[:n:2], yO, *args, **kwargs)
E_h =y h[ -1] - y_2h[ -1]
return E_h

12.2.4 Numeric¢ni zgled

Kot primer resimo diferencialno enacbo, ki opisuje padanje telesa, ki je izpostavljeno sili teze in

g

v

zraénemu uporu:
Glede na II. Newtonov zakon, lahko zapisemo diferencialno enacbo:

mg—cv=mv, (12.14)

kjer je m masa, g gravitacijski pospesek, c koeficient zra¢nega upora in v hitrost. Diferencialno
enacbo bi hoteli resiti glede na zacetni pogoj:

v(0) =0m/s. (12.15)
Funkcija desne strani / prvega odvoda f(t,y) je:

f(t,y) =g—6% (12.16)
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in zacetni pogoj:

Il
e

Yo (12.17)

Definirajmo funkcijo desnih strani:

def f_zralni_upor(t, y, g=9.81, m=1., c=0.5):
return g -c*xy/m

Definirajmo zacCetni pogoj in ¢asovni vektor, kjer nas zanima rezultat:

vO = 0
t = np.linspace(0, 10, 11)
t

array([ 0., 1., 2., 3., 4., 5., 6., 7., 8., 9., 10.1)

Kli¢emo funkcijo euler za izracun vrednosti y (hitrost v):

y = euler(f_zraéni_upor, t, y0=vO)

y

array([ 0. , 9.81 , 14.715 , 17.1675 , 18.39375 ,

19.006875 , 19.3134375 , 19.46671875, 19.54335938, 19.58167969,
19.600839841])

Prikazemo rezultat:

plt.plot(t, y)

plt.title('Hitrost mase v odvisnosti od Casa')
plt.xlabel('Cas $t$ [s]')

plt.ylabel('Hitrost $v$ [m/s]')

plt.show()

Hitrost mase v odvisnosti od casa

20.0 4

17.5 4

15.0

12.5 4

10.0 1

Hitrost v [m/s]

7.5

5.0 ~

2.5 ~

0.0 ~

4] 2 4 6 8 10
Cas t[s]

Preverimo sedaj vpliv ¢asovnega koraka:
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for n in [11, 101, 1001]:
t = np.linspace(0, 10, n)
y = euler(f_zraéni_upor, t, yO=v0, c=0.7)
plt.plot(t, y, label=f'Casovni korak: {t[1]:1.0e}')
plt.title('Hitrost mase v odvisnosti od Casa')
plt.xlabel('Cas $t$ [s]')
plt.ylabel('Hitrost $v$ [m/s]')
plt.legend()
plt.show()

Hitrost mase v odvisnosti od casa

14

12 4

10+

Hitrost v [m/s]

5 —— Casovni korak: 1e+00
Casovnl korak: 1e-01

0 —— Casovni korak: 1e-02

0 2 - [ 8 10
Cas t[s]

Opazimo, da se numeri¢na napaka pri spremembi koraka iz 1 na 0,1 bistveno zmanjsa!
Ocenimo se napako pri 100 in 1000 odsekih:

n=101
t = np.linspace(0, 10, n)
euler_napaka(f_zracni_upor, t, y0=v0)

—0.015043713735345 (12.18)

n=1001
t = np.linspace(0, 10, n)
euler_napaka(f_zraéni_upor, t, y0=v0)

—0.00163798622449463 (12.19)

Ko smo korak zmanjsali na desetino, se je proporcionalno zmanjsala tudi napaka (prvi red
napake).

Poglejmo Se primer, ko je zrac¢ni upor ¢ argument funkcije euler in je prek *xkwargs posre-
dovan v funkcijo f_zraéni_upor ():

for ¢ in np.linspace(0, 1, 5):
t = np.linspace(0, 5, 1001)
y = euler(f_zracni_upor, t, y0=v0, c=c)
plt.plot(t, y, label=f'$c={c}$')
plt.title('Hitrost mase v odvisnosti od &asa pri razlilnem koef. zraénega upora')
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plt.xlabel('Cas $t$ [s1")
plt.ylabel ('Hitrost $v$ [m/s]')
plt.legend O

plt.show()

Hitrost mase v odvisnosti od casa pri razlicnem koef, zraCnega upora

09 c=o00
c=0.25
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401 — £=0.75

—_— c=1.0

30

Hitrost v [m/s]

20 4

10 4
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12.3 Metoda Runge-Kutta drugega reda

Eulerjeva metoda je prvega reda (prvega reda je namre¢ globalna napaka O(h)). Ce bi zeleli
izpeljati metodo drugega reda napake, bi si morali pomagati z razvojem y(t + h) v Taylorjevo
vrsto, kjer bomo zanemarili tretji in visje odvode:

y(t +h)=yt)+y' (t)h+ %y”(t) h% + O(h). (12.20)

Lokalna napaka metode bo tako tretjega reda, globalna pa drugega reda.
Uporabimo zamenjavi y'(t) = f(t,y) in y"(t) = f'(t,y):

y(t+h) =yt)+ flt,y) h + %f’(t, y) h? + O(h3). (12.21)

Ker je desna stran f (¢, y) odvisna od neodvisne ¢ in odvisne spremenljivke y, moramo uporabiti
implicitno odvajanje:

d
£t y) = 8fét£y) +3fg;y) CT?; _ 3f(8t£y) +8ff()zy) ft.y). (12.92)
~~
y/:f(t7y)

Vstavimo v izraz za Taylorjevo vrsto:

o+ Wi = 0+ 1) = 90+ fley ot 5 (LD 2B g e 129)

Kot je razvidno iz zgornjega izraza, potrebujemo dodatne odvode. To predstavlja dolo¢eno
tezavo, ki se ji lahko izognemo na razli¢ne nacine; v nadaljevanju si bomo pogledali pristop Runge-
Kutta. Ker bomo zgornji izraz pozneje Se potrebovali, smo ga tukaj poimenovali y(t + h)Taylor-
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12.3.1 Ideja pristopa Runge-Kutta

Zgornjo dilemo metoda Runge-Kutta (razvita leta 1901) resuje z idejo, ki smo jo sicer ze srecali
pri Gaussovi integraciji: to¢nejSo resitev poskusa najti z utezeno dodatno vrednostjo funkcije f:

Y(t + h)Runge-Kutta = Y(t) +co f (t,y) h+c1 f(t +ph,y+qh f(t,y)) h. (12.24)
A

kjer so cg, c1, p in ¢ neznane konstante (nac¢eloma od 0 do vkljuéno 1). Ce bi v zgornjem
izrazu uporabili ¢; = 0, bi izpeljali metodo prvega reda; z dodatno funkcijsko vrednostjo (A) pa
se bo izkazalo, da bomo izpeljali metodo drugega reda.

Iskanje neznanih konstant cg, c¢1, p, ¢ nadaljujemo z zapisom A v obliki Taylorjeve vrste prvega
reda:

of(t,y)
ot

fit+ph,y+qh ft,y) = f(t,y)+

Vstavimo sedaj izpeljani B nazaj v izraz za y(t + h)Runge -Kutta:

<ph>+af§;’” (ah f(t9))) h.

(12.26)
Nadaljujemo z izpeljevanjem in enacbo preoblikujemo, da bo podobna zgoraj izpeljani s Tay-
lorjevo vrsto y(t + ) Taylor:

of (t,y)
ot

y(t + h)Rungc—Kutta = y(t) +co f (ta y) h+c1 (f(ta y) +

1,0f(¢, af(t,
VIt R g = o(0)+ren) £ (t,9) b5 (TE D 2eapeaen g L0 fa, ) 2. 1221)
Primerjajmo sedaj z zgoraj izpeljanim izrazom:
1 ,0f(t, of(t,
(t+ B = (8) + ftgyh+ & (T 0Ty e aam)
2 ot y
Ugotovimo, da za enakost mora veljati:
co+c =1, 2¢1p =1, 2c¢1q=1. (12.29)

Imamo torej tri enacbe in Stiri neznanke. Eno od konstant si tako lahko poljubno izberemo,
ostale tri pa izra¢unamo. Ce na primer izberemo ¢y = 0, bi to imenovali spremenjena Fulerjeva
metoda in bi ostali parametri bili: ¢; = 1, p = ¢ = 1/2. Izbira parametrov nima bistvenega vpliva
na resitev. Sicer pa velja omeniti, da tudi metodo Runge-Kutta drugega reda redko uporabljamo,
saj obstajajo boljse metode.

Parametre cg, ¢1, p in ¢ vstavimo v prvo enacbo tega poglavja. Ko je definiran zacetni Cas tg
in zacetni pogoj yo, uporabimo metodo Runge-Kutta drugega reda:

1 1
Yitr = Yi + f (ti tshyits hf(%%)) h. (12.30)

12.4 Metoda Runge-Kutta cCetrtega reda

Podobno kot smo izpeljali metodo Runge-Kutta drugega reda, se izpelje metodo Runge-Kutta
cetrtega reda. Tudi pri metodi Cetrtega reda obstaja ve¢ razlicic in kot metoda Runge-Kutta
Cetrtega reda razumemo naslednjo metodo:
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1
Yi+rl = Yi + é(ko + 2k + 2ko + k3), (12.31)

kjer so:

ko = h f(ti,yi)

h k
klzhf<ti+2;yi+20>
. ; (12.32)
ky=hf(ti+ = yi+ —
2 f( +2,y+2>

ks =h f(ti+ h,y; + k2).
Koraki metode Runge-Kutta cetrtega reda so:
1. Dolocitev i = 0 in tg, yo = y(to),
2. Izracun koeficientov: kg, k1, ks, k3,
3. Izrac¢un vrednosti resitve diferencialne enacbe pri t;41 =t; +h: Y41 = yi + %(ko + 2k +
2 ko + ks3),
4. 1 =4+ 1 in nadaljevanje v koraku 2.

12.4.1 Napaka metode Runge-Kutta cetrtega reda

Metodo Runge-Kutta cetrtega reda imenujemo tako zato, ker ima lokalno napako petega reda
O(h%), vendar pa to napako naredimo n-krat, zato je globalna napaka cetrtega reda O(h%).
Ocena napake

Tocen rezultat y(t,) pri velikosti koraka h je:

y(tn) = Yn,h + Eh7 (1233)

kjer je y, , numericni priblizek resitve in Ej, napaka metode. Ker je globalna napaka cetrtega
reda, lahko napako zapisemo tako:

E), = kh*. (12.34)

Podobno lahko za velikost koraka 2h zapiSemo:

y(tn) = Yn,2h + E2h7 (12.35)

kjer je yp o, numericni priblizek resitve in Eyj, napaka metode:

Eop =k (2h)* = 16 k™. (12.36)
Ob predpostavki, da je konstanta k pri koraku A in koraku 2h enaka, lahko izra¢unamo oceno
napake pri boljsem priblizku E},.
Najprej je res:
Ynh + kbt = ynon + 16k hY, (12.37)
sledi:

15kh* = yup — Ynon (12.38)

in nato dolo¢imo oceno napake natancnejse resitve:

Yn,h — Yn,2h

E, =
h 15

(12.39)
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12.4.2 Numeri¢na implementacija

def runge_kutta_4(f, t, y0, *args, **kwargs):

Metoda Runge -Kutta 4. reda za reSevanje diferencialne enaébe: y' = f(t, y)

:param f: funkcija, ki jo kliemo s parametroma t in y in vrne
vrednost prvega odvoda

ekvidistanten Casovni vektor oz. neodvisna spremenljivka
:param y0: zaCetna vrednost

:param t:

:param args: dodatni argumenti funkcije f (brezimenski)
:param kwargs: dodatni argumenti funkcije f (poimenovani)

:return y: funkcijske vrednosti.

def RK4(f, t, y, *args, **kwargs):

kO = h*xf(t, y, *args, **kwargs)
h/2.0, y + k0/2.0, *args, *xkwargs)
h/2.0, y + k1/2.0, *args, **kwargs)
h, y + k2, *args, **kwargs)
2.0%k1 + 2.0%k2 + k3)/6.0

k1 = h*xf(t
k2 = hxf(t
k3 = hx*f(t
return (kO

+
+
+
+

y = np.zeros_like(t)

yl[0] = yo
h = t[1] -t[0]

for i, ti in enumerate(t[: -1]):
y[i+1] = y[i] + RK4(f, ti, yl[i], *args, **kwargs)

return y

Funkcija za oceno napake:

def runge_kutta_4_napaka(f, t, yO, *args, *xkwargs):
""" Ocena napake metode Runge Kutta 4; argumenti isti kakor za “runge_kutta_4~

n = len(t)
if n < 5:

raise Exception('Vozlis¢ mora biti vsaj 5.')
if nY%2==0: # sodo vozli&&; odstrani eno toclko in spremeni na liho (da je sodo

odsekov)
n=mn-1

y_h = runge_kutta_4(f, t[:n], yO,
y_2h = runge_kutta_4(f, t[:n:2], yoO,
E_h = (y_h[ -1] - y_2h[ -11)/15

return E_h

12.4.3 Numeric¢ni zgled

Poglejmo sedaj primer izracuna hitrosti padajoce mase:

def f_zraéni_upor(t, y, £=9.81, m=1., ¢=0.5):
return g -c*xy/m

xargs, **kwargs)
*xargs, **kwargs)

Podajmo zacetni pogoj in casovni vektor, kjer nas zanima rezultat:

t = np.linspace(0, 10, 11)

array([ 0., 1.,

2.

B

3.

B

4.

B

5.

6., 7., 8.,

9.

B

10.1)
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Za primerjavo izracunajmo resitev s funkcijo euler ter runge_kutta_4:

y_euler = euler(f_zraéni_upor, t, y0=v0, c=0.4)
y_rk4 = runge_kutta_4(f_zraéni_upor, t, yO0=v0, c=0.4)

Prikazemo rezultat:

plt.plot(t, y_euler, label='Euler')
plt.plot(t, y_rk4, label='RK4')
plt.title('Hitrost mase v odvisnosti od &asa')
plt.xlabel('Cas $t$ [s1")

plt.ylabel('Hitrost $v$ [m/s]l"')

plt.legend ()

plt.show()
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Poglejmo Se numeri¢no napako:

n=101
t = np.linspace(0, 10, n)
runge_kutta_4_napaka(f_zraéni_upor, t, y0=v0, c=0.4)

4.10657750175384 - 108 (12.40)

n=1001
t = np.linspace(0, 10, n)
runge_kutta_4_napaka(f_zraéni_upor, t, y0=v0, c=0.4)

3.85990498822745 - 10~ 12 (12.41)

Pri zmanjsanju koraka na desetino, se je napaka zmanjsala za priblizno 10*-krat (kar ustreza
pricakovanjem za metodo Cetrtega reda).

12.5 Uporaba scipy za resevanje navadnih diferencialnih enacb

Paket scipy ima implementiranih veliko numeri¢nih metod za resevanje zacetnih problemov na-
vadnih diferencialnih enacb. Tukaj si bomo ogledali funkcijo scipy.integrate.solve_ivp, ki je
primerna za vecino zaCetnih problemov.


https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/integrate.html#solving-initial-value-problems-for-ode-systems

Poglavje 12. Numericno reSevanje diferencialnih enacb - zacetni problem 218

12.5.1 scipy.integrate.solve_ivp

Sintaksa za uporabo (IVP - angl. Initial Value Problem):

scipy.integrate.solve_ivp(fun, t_span, yO, method='RK45',
t_eval=None, dense_output=False,
events=None, vectorized=False,
args=None, **options)

Pojasnilo vseh argumentov je v dokumentaciji, tukaj bomo izpostavili nekatere:

o fun je desna stran (func(t, y...)),

o t_span terka (t0, tf), ki definira zacetni t0 in kon¢ni Cas tf,

o yO0 seznam zacetne(ih) vrednosti,

o method definira numeriéno metodo (privzeta je eksplicitna ‘RK45’, za toge sisteme pa so
boljse: ‘Radau’, ‘BDF’, ‘LSODA’),

e t_eval uporabimo, ¢e zelimo reSitve ob dolocenih vrednosti neodvisne spremenljivke,

o dense_output ali se pripravi tudi zvezna resitev, privzeto False,

o events za sledenje dogodkov, ki ustavijo resevanje zacetnega problema (npr. ko se masa
dotakne tal in je relativna razdalja do tal nic).

o args za posredovanje argumentov v funkcijo fun (glejte primer spodaj).

Rezultat klicanja solve_ivp je objekt z atributi (izbrani):

e t vrednosti neodvisne spremenljivke pri katerih je izra¢unan rezultat,

e y rezultat,

o sol funkcija zvezne resitve (samo v primeru dense_output=True)

e success je True, Ce je bila resitev uspesno izracunana ali prekinjena zaradi dogodka
(events).

Numericéni zgled

Definirajmo zacCetni pogoj in Casovni vektor, kjer nas zanima rezultat (prikazemo samo prvih
deset elementov):

vO = 0
t = np.linspace(0, 10, 101)
t[:10]

array([0. , 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9])

Argumente (g=9.81, m=1., c=0.4) v funkcijo posredujemo prek parametra args:

from scipy.integrate import solve_ivp
y_ivp = solve_ivp(f_zraéni_upor, t_span=(t[0], t[ -1]), yO=[v0], args=(9.81, 1, 0.4))

Lahko bi pa uporabili tudi lambda izraza (dokumentacija):

y_ivp = solve_ivp(lambda t,y: f_zraéni_upor(t, y, c=0.4), t_span=(t[0], t[ -11),
y0=[v0])

Zgoraj uporabljen lambda izraz lambda t, y: f_zraéni_upor(t, y, c=0.4) je ekvivalen-
ten:

def ime_funkcije(t, y):
return f_zralni_upor(t, y, c=0.4)

Poglejmo rezultat:

y_ivp


https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.integrate.solve_ivp.html#scipy-integrate-solve-ivp
https://docs.python.org/tutorial/controlflow.html#lambda-expressions
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message: The solver successfully reached the end of the integration interval.
success: True
status: O
t: [ 0.000e+00 1.000e -04 1.100e -03 1.110e -02 1.111le -01
1.111e+00 2.982e+00 5.236e+00 7.948e+00 1.000e+01]
y: [[ 0.000e+00 9.810e -04 1.079e -02 1.086e -01 1.066e+00
8.800e+00 1.708e+01 2.150e+01 2.350e+01 2.407e+01]]
sol: None
t_events: None
y_events: None
nfev: 56
njev: O
nlu: O

Ker je solve_ivp Ze pripravljen za sistem navadnih diferencialnih enacb prvega reda, je
rezultat podan v dveh dimenzijah. Iskan rezultat je torej: y_ivp.y[0].
Za primerjavo Se rezultat z lastno implementacijo Runge-Kutta 4. reda:

y_rk4 = runge_kutta_4(f_zraéni_upor, t, yO=v0, c=0.4)
y_rk4[:10]

array([0. , 0.96163898, 1.88557156, 2.77327623, 3.6261735 ,
4.44562819, 5.23295161, 5.98940363, 6.71619474, 7.41448797])

Prikazemo rezultat:

plt.plot(y_ivp.t, y_ivp.y[0], '.', label='solve_ivp')
plt.plot(t, y_rk4, label='RK4')

plt.title('Hitrost mase v odvisnosti od asa')
plt.xlabel('Cas $t$ [s1")

plt.ylabel('Hitrost $v$ [m/s]l')

plt.legend()

plt.show()
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12.6 Sistem navadnih diferencialnih enacb

Zgoraj smo si pogledali resevanje zacetnega problema ene navadne diferencialne enacbe; sedaj
bomo resevanje posplosili na zacetni problem za sistem m navadnih diferencialnih enacb prvega
reda.

Taksen sistem zapiSemo:

y =f(t,y), (12.42)

kjer so podani dodatni (zaCetni) pogoji:

y(to) = yo. (12.43)

S t smo oznadili neodvisno spremenljivko (ni nujno, da je to vedno ¢as) in f vektor desnih
strani.

Racunamo resitev sistema m diferencialnih enacb y’ = f(¢,y) pri a = to,t1,...,tn—1 = b, to je
m funkcijskih vrednosti na vsakem koraku yi(¢;), k =0,1,...,m—1ini=0,1,...,n— 1. Lahko
se dokaze, da lahko uporabimo vsako metodo, ki smo jo izpeljali za diferencialne enacbe prvega
reda tudi za sistem navadnih diferencialnih enacb prvega reda, ¢e zamenjamo skalarne veli¢ine z
ustreznimi vektorskimi.

12.6.1 Numeric¢na implementacija

Metodi Euler in Runge-Kutta cetrtega reda potrebujeta zgolj malenkostne popravke (y0 je nu-
meri¢no polje, £ vrne seznam vrednosti odvodov):

def euler_sistem(f, t, y0, *args, **kwargs):
nnn

Eulerjeva metoda za reSevanje sistema navadnih diferencialnih enacb prvega reda :
y' = £(t, y)

:param f: funkcija, ki jo klicemo s parametroma t in y in vrne seznam
funkcij desnih strani

:param t: ekvidistantni (Casovni) vektor neodvisne spremenljivke

:param yO: seznam zacetnih vrednosti

:param args: dodatni argumenti funkcije f (brezimenski)

:param kwargs: dodatni argumenti funkcije f (poimenovani)

:return y: vrne np.array 'y = funkcijskih vrednosti.
y = np.zeros((t.shapel[0], len(y0)))
y[0] = np.copy(y0)
h = t[1] -t[0]
for i, ti in enumerate(t[: -11):

# tukaj je bistvo Eulerjeve metode

y[i+1] = y[il+£(ti, y[i], *args, **kwargs)*h
return y

def runge_kutta_4_sistem(f, t, yO, *args, *xkwargs):
nmnn
Metoda Runge -Kutta 4. reda za reSevanje sistema navadnih diferencialnih enacb
prvega reda: y' = f(t, y)

:param f: funkcija, ki jo klicemo s parametroma t in y in vrne seznam
funkcij desnih strani

:param t: ekvidistantni (Easovni) vektor neodvisne spremenljivke

:param yO: seznam zaCetnih vrednosti

:param args: dodatni argumenti funkcije f (brezimenski)

:param kwargs: dodatni argumenti funkcije f (poimenovani)

:return y: vrne np.array 'y = funkcijskih vrednosti.
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def RKA(f, t, y, *args, **kwargs):
kO = h*f(t, y, *args, **xkwargs)

k1 = h*xf(t + h/2.0, y + k0/2.0, *args, *xkwargs)
k2 = hxf(t + h/2.0, y + k1/2.0, *args, *xkwargs)
k3 = hxf(t + h, y + k2, *args, x*kwargs)

return (k0 + 2.0xk1 + 2.0%k2 + k3)/6.0

y = np.zeros((t.shape[0], len(y0)))
y[0] = np.copy(y0)
h = t[1] -t[0]

for i, ti in enumerate(t[: -1]):
yli+1] = y[i]l + RK4(f, ti, y[il, *args, **kwargs)

return y
Numericéni zgled

Padanje mase nadgradimo v ravninsko gibanje; velikost sile upora zraka naj bo definirana kot:

IF(v)| = c|v|2. (12.44)

Sila  upora zraka deluje v  nasprotno stran kot kaze vektor  hitrosti.

9

Yy

Ob pomodi slike, definiramo silo v = smeri:

Fy=—c (v2+ ”2) cos(a) = —c (v2 + ”2) L —Cug ([ vZ 4+ vl (12.45)
v2 + 02
\ Ve T Yy

Podobno je sila v y smeri:

Fy = —cuy\/v2 +v2. (12.46)

Glede na drugi Newtonov zakon zapiSemo sistem dveh (vezanih) diferencialnih enacb prvega
reda:
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F,=muvl, (12.47)

mg+ F, =muy, (12.48)

m je masa, g gravitacijski pospesek, c¢ koeficient zra¢nega upora ter v, in v, hitrost v x oz y
smeri. Diferencialno enacbo bi Zeleli resiti glede na zacetni pogoj:

v2(0) = vy(0) = 5m/s. (12.49)

Definirajmo seznam desnih strani:
def f_zralni_upor_sila(t, y, g=9.81, m=1., c=0.5):

VX, Vy = §

return np.array([ -c*vx*np.sqrt(vk*2+vy**2)/m, g —cxvy*np.sqrt(vxx*2+vy**2)/m])
Definirajmo zacetni pogoj in ¢asovni vektor, kjer nas zanima rezultat:
yO = np.array([5., 5.]1)
t = np.linspace(0, 5, 101)
t[:5]
array([0. , 0.05, 0.1, 0.15, 0.2 1)

Za primerjavo izracunajmo resitev s funkcijo runge_kutta_4 ter solve_ivp:

y_RK4 = runge_kutta_4_sistem(f_zralni_upor_sila, t=t, y0=yO0)
y_ivp = solve_ivp(f_zraéni_upor_sila, t_span=(t[0], t[ -1]), yO=y0, t_eval=t)

Poglejmo rezultat:

y_ivp.yl[:,:5]

array([[5. , 4.23209907, 3.63858619, 3.16619484, 2.78087608],
(5. , 4.68459713, 4.48359747, 4.35932897, 4.28742151]1)

y_RK4[:5].T

array([[5. , 4.23211316, 3.6399137 , 3.16660748, 2.77780226],
(5. , 4.68462761, 4.48494405, 4.35999931, 4.28466858]1)

Prikazemo rezultat:

plt.plot(t, y_ivp.y[0], label='$v_x$')

plt.plot(t, y_ivp.y[1], label='$v_y$')

plt.title('Hitrost mase (upor in sila) v odvisnosti od Casa')
plt.xlabel('Cas $t$ [s]")

plt.ylabel('Hitrost $v$ [m/s]')

plt.legend )

plt.show()
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Hitrost mase (upor in sila) v odvisnosti od casa

Hitrost v [mys]
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0 1 r 3 4 5
Cas t [s]

12.6.2 Preoblikovanje diferencialne enacbe visjega reda v sistem diferencial-
nih enac¢b prvega reda

Pogledali si bomo, kako navadno diferencialno enacbo poljubnega reda n:

y™ =ty y oy ), (12.50)
pri zacetnih pogojih:

y(to) = ko, o' (to) =k1, ... y" V(to) = kno (12.51)
preoblikujemo v sistem diferencialnih enacb prvega reda.
Najprej namesto odvodov vpeljemo nove spremenljivke:

yi=y?,  i=01,...,n-1L (12.52)

Diferencialna enacba n-tega reda zapisana z novimi spremenljivkami je:

y{n—l = f(ta y07y17y27"-7yn71)- (1253)

Nove funkcije odvajamo po neodvisni spremenljivki:

vi=y Y =gy, i=0,1,...,n—2 (12.54)
in
Yn—1 = St 90,1, Y2, - - Yn—1)- (12.55)
Dobili smo sistem navadnih diferencialnih enacb prvega reda:
Yo = 0
o
o= (12.56)
y7/1—1 = f(t? y07y17y27"'7yn—1)

pri zacetnih pogojih:

Yo(to) = ko, wyi(to) =k1, .. Ym-1)(to) = kn1. (12.57)
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Numericéni zgled

y

Vrnemo se k padajoc¢i masi: Y
Vendar tokrat drugi Newtonov zakon zapisimo glede na pomik (diferencialna enacba drugega
reda):

F,=ma2a”, (12.58)

mg+ F,=my", (12.59)

m je masa, g gravitacijski pospesek, c¢ koeficient zra¢nega upora ter z” in y” pospesek v
izbranem koordinatnem sistemu. Zacetni pogoji:

z(0) =y(0) =0m in 2'(0) = ¢/'(0) = 5m/s. (12.60)

Imamo sistem dveh diferencialnih enacb drugega reda. Z uvedbo novih spremenljivk y;:

o=z, yi=2, yp=y y=y. (12.61)

Pripravimo sistem diferencialnih enac¢b prvega reda:

yé = W
3/1 = Fx/m
! (12.62)
Yo = Y3
ys = g+IFy/m

Definirajmo Pythonovo funkcijo desnih strani / prvih odvodov:

def f_zralni_upor_vezana(t, y, g=9.81, m=1., c=0.5):
X, VXK, §y, Vy = ¥
return np.array([vx, -c*vx*np.sqrt(vx**2+vy**2)/m, vy, g
—cxvy*np.sqrt (vx**2+vy**2) /m])

Definirajmo zacetni pogoj in ¢asovni vektor, kjer nas zanima rezultat:
yO = np.array([0., 5., 0., 5.1)

t = np.linspace(0, 5, 101)
t[:5]



Poglavje 12. Numericno reSevanje diferencialnih enacb - zacetni problem 225

array([0. , 0.05, 0.1, 0.15, 0.2 1)
Izra¢unamo resitev:
y_ivp = solve_ivp(f_zraéni_upor_vezana, t_span=(t[0], t[ -1]), yO=y0, t_eval=t)

Poglejmo rezultat ([x,2',y,v']):

y_ivp.yl[:,:5]

array([[O. , 0.22992477, 0.42611996, 0.59587483, 0.74424286],
[5. , 4.23183658, 3.64002431, 3.16703014, 2.77775353],
[O. , 0.24153615, 0.47038377, 0.69124852, 0.9072755 1],
[5. , 4.68435696, 4.48497294, 4.36034218, 4.28444004]])

Prikazemo rezultate; najprej hitrost, nato lego (y koordinata je pozitivna navzdol)!

plt.plot(t, y_ivp.y[1], label='$v_x$')
plt.plot(t, y_ivp.y[3], label='$v_y$')
plt.title('Hitrost mase v odvisnosti od Casa')
plt.xlabel('Cas $t$ [s]")

plt.ylabel('Hitrost [m/s]')

plt.legend ()

plt.show()

Hitrost mase v odvisnosti od casa

Hitrost [m/s]

Cas t [s)

plt.scatter(y_ivp.y[0], y_ivp.y[2], marker='.')
plt.xlabel('$x$ [m]')

plt.ylabel('$y$ [m]"')

plt.title('Lega mase')

plt.show()
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12.7 Stabilnost resevanja diferencialnih enac¢b*

Numericno resevanje diferencialnih enach je izpostavljeno napaki metode in zaokrozZitveni napaki.
Te napake so pri razlicnih numeri¢nih metodah razli¢ne.

Resevanje diferencialne enacbe je stabilno, ¢e majhna sprememba zacetnega pogoja vodi v
majhno spremembo izrac¢unane resitve; sicer govorimo o nestabilnosti resevanja.

Stabilnost je odvisna od diferencialne enacbe, od uporabljene numeri¢ne metode in od koraka
integracije h.

12.7.1 Primer preprostega nihala

Poglejmo si  najprej primer resevanja diferencialne enacbe preprostega nihala.

2 T

| \

I

Slika 3.6

Slika (vir: Slavi¢, Dinamika, mehanska nihanja in mehanika tekoc¢in, 2017) prikazuje dinamski
sistem (masa m, togost k), katerega diferencialna enacba je
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ma’ +kx=0. (12.63)

Tako diferencialno enacbo preoblikujemo v standardno obliko lastnega nihanja:

o +wdr =0, (12.64)
kjer je lastna krozna frekvenca:
k
=/ — 12.65
wo - (12.65)
in pricakujemo odziv oblike:
z(t) = A cos(wopt) + B sin(wg t). (12.66)
Ce so zacetni pogoji:
x(0s) = xg in 2/(0s) = 0m/s, (12.67)
je resitev zacetnega problema:
x(t) = zp cos(wp t). (12.68)

Numericni zgled

Najprej definirajmo vektor zacetnih pogojev in funkcijo desnih strani / prvih odvodov (diferenci-
alno enacbo drugega reda pretvorimo v sistem diferencialnih enacb prvega reda y’ = f(t,y)), kjer
velja yo = x,y; = 2’

def f_nihalo(t, y, omegaO=2*np.pi):

Funkcija desnih strani za nihalo z eno prostostno stopnjo

:param t: cas

:param y: seznam zacetnih vrednosti
:param omega: lastna krozna frekvenca
:return y': seznam vrednosti odvodov

return np.array([y[1], -omegaO*x2xy[0]])
Definirajmo podatke in analiticno resitev:

x0 = 1.

omegal = 2*np.pi

x_zacetni_pogoji = np.array([x0, 0.])

tl = 4.

cas = np.linspace(0, t1, 500)

pomik = xO*np.cos(omegaO*cas) # analiticna reSitev

hitrost = -xO*omegaO*np.sin(omegaOxcas) # analitiéna reSitev

Resitev s pomocjo metod Euler in Runge-Kutta cetrtega reda:

t_Eu = np.linspace(0, t1, 101)
t_RK4 = t_Eu
dt = t_Eu[1]

x_Eu = euler_sistem(f_nihalo, t_Eu, x_zacetni_pogoji)
x_RK4 = solve_ivp(f_nihalo, t_span=(t_RK4[0], t_RK4[ -1]), yO=x_zacetni_pogoji,
t_eval=t_RK4).y
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Prikazimo rezultate:

plt.plot(cas, pomik, label='Analitilna reSitev')
plt.plot(t_Eu, x_Eu[:,0], '.', label='Euler')
plt.plot(t_RK4, x_RK4[0], '.', label='Runge -Kutta 4')
plt.legend()

plt.title('Stabilnost razli¢nih metod')
plt.ylabel('Pomik [m]')

plt.xlabel('Cas [s]')

plt.show()

Stabilnost razlicnih metod
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Opazimo, da je Eulerjeva metoda nestabilna in ¢e bi povecali korak, bi postala nestabilna tudi
metoda Runge-Kutta éetrtega reda.

Zakaj je Eulerjeva metoda tako nestabilna?
x_Eu[:10,0]

array([ 1. , 1. , 0.93683453, 0.8105036 , 0.62499707,
0.3882947 , 0.1121141 , -0.18859332, -0.49638247, -0.79225904])

Spomnimo se Eulerjeve metode:

z(t+h) =xz(t) +2'(t) h, (12.69)

ki nam pove, da pomik z(¢ + h) dolo¢imo glede na lego x(¢) in hitrost 2/(t). Zacetni pogoji
izhajajo iz skrajnega odmika x(t = 0) = 1 in takrat je hitrost z/(¢ = 0) = 0, kar pomeni, da bo
x(t +h) = 1. Ze v prvem koraku torej naredimo razmeroma veliko napako. Vendar zakaj potem
zacne vrednost alternirajoce narascati?

Spomnimo se, da je analiti¢na resitev z(t) = 2 cos(wp t) in je torej z/(t) = —wp xo sin(wg t).

Vstavimo pripravljena izraza v Eulerjevo metodo in uredimo:

z(t+h) =z(t) +2'(t) h = 2 (cos(wpt) — wp h sin(wpt)) . (12.70)

Predpostavimo, da gledamo stanje ob takem casu t = 7/(2wp), ko velja cos(wpt) = 0 in
sin(wo t) = 1:



Poglavje 12. Numericno reSevanje diferencialnih enacb - zacetni problem 229

z(t+h)=mz¢ (—woh). (12.71)
A

V kolikor bo absolutna vrednost izraza A vecja kot 1, bo pri ¢asu t + h vrednost vecja kot v
predhodnem koraku in v sledecem verjetno spet. Sledi, da lahko pride do nestabilnosti. Da se je
izognemo, mora veljati:

1
Al <1 — h<—. (12.72)
wo

Opomba: v nekaterih knjigah boste videli tudi vrednost h < 2/wq; enolicne meje za vse
diferencialne enacbe ni mogoce definirati; v splosnem pa velja, da je korak definiran relativno glede
na najkrajso periodo T' v diferencialni enacbi (npr.: h < 2/wg je v bistvu enako h < 2/(27/T)
oziroma h < T'/). Perioda T je definirana glede na najvisjo lastno frekvenco sistema T' = 1/ fiax,
ki jo izracunamo iz lastne vrednosti sistema.

12.8 Dodatno: Primer Van der Polovega nihala

Namen tega primera je pokazati, kako lahko izbira integratorja vpliva na hitrost resevanja pro-
blema! Van der Polovo nihalo je opisano tukaj.
Definirajmo seznam odvodov:

def f_van_der_pol(t, y, mu=1000):

Funkcija desnih strani za Van der Pol nihalo

:param t: cas

:param y: seznam zacetnih vrednosti

:param mu: parameter duSenja in nelinearnosti
:return y': seznam vrednosti odvodov

return np.array([y[1], mux(1 -y[0]**2)*y[1] -y[0]])

x_zacetni_pogoji = np.array([1.5, 0.])
dt = 0.1
t1 = 3000

Resitev po metodi RK45 (gre za eksplicitno shemo, ki ni primerna za toge sisteme diferenci-
alnih enacb; resevanje je zelo pocasno, zato resitev racunamo samo do t1/100):

vp_RK45 = solve_ivp(f_van_der_pol, t_span=(0., t1/100), yO=x_zacetni_pogoji,
method='RK45"')

Implicitna shema BDF (angl. Backward Differentiation Formulas) se tukaj izkaze kot bistveno
bolj primerna. Zaradi stabilnosti, so koraki lahko bistveno vecji in zato je resevanje bistveno
hitrejse:

vp_BDF = solve_ivp(f_van_der_pol, t_span=(0., tl1), yO=x_zacetni_pogoji, method='BDF')

plt.plot(vp_BDF.t, vp_BDF.y[0], 'Cl.', label='Pomik - BDF [m]')
plt.plot(vp_RK45.t, vp_RK45.y[0], 'CO.', label='Pomik - RK45 [m]')
plt.xlabel('Cas [s]"')

plt.legend(loc=(1.01, 0));


https://en.wikipedia.org/wiki/Van_der_Pol_oscillator
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12.9 Dodatno: simbolno resevanje diferencialne enacbe dru-
gega reda

Pogledali si bomo primer, prikazan na sliki, kjer je masa m na klancu naklona «. Koefici-
ent trenja je p, teznostni pospesek pa g. ZacCetna hitrost je y(0s) = vg, pomik y(0s) = Om.

DiagMn Sl An
ProSrQ 740

FT’k
y \/? R
A

Gibalna enacba (samo za smer y) je definirana glede na II. Newtonov zakon (glejte diagram
sil na prosto telo).

Izpeljava gibalne enac¢be

y = sym.Function('y')

m, mu, g, alpha, t, vO = sym.symbols('m, mu, g, alpha, t, v0')

eq = sym.Eq(m*y(t).diff(t,2), m*g*sym.sin(alpha) -m*g+*sym.cos(alpha)*mu)
eq

d2
m@y(t) = —gmyp cos () + gmsin («) (12.73)
Resitev enacbe je:

dsol = sym.dsolve(eq, y(t))
dsol

gt? (—pcos (a) + sin (a))
2

y(t) = Cp + Cot + (12.74)
Da dolo¢imo C; in Cs, vstavimo ¢t = 0s:

dsol.args[1].subs(t, 0)
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Ch (12.75)

Nato odvajamo po ¢asu in ponovno vstavimo ¢t = Os:

dsol.args[1].diff (t).subs(t, 0)

Co (12.76)
Glede na zacetne pogoje smo torej dolocili konstante:
zacetni_pogoji = {'C1': 0, 'C2': vO}
Sledi resitev:
resitev = dsol.args[1].subs(zacetni_pogoji)

resitev

gt? (—pcos (a) + sin (a))
2

+ tug (12.77)

Pripravimo si funkciji za numeric¢ni klic:

podatki = {mu: 0.3, alpha: 15%np.pi/180, vO: 1., g: 9.81} #tukaj uporabimo np.pi, da
imamo numericno vrednost

pomik = sym.lambdify(t, resitev.subs(podatki), 'numpy')
hitrost = sym.lambdify(t, resitev.diff(t).subs(podatki), 'numpy')

print('Pomik pri Os: {:g}m'.format(pomik(0)))
print ('Hitrost pri Os: {:g}m/s'.format(hitrost(0)))

Pomik pri Os: Om
Hitrost pri Os: 1m/s

Pripravimo prikaz:

cas = np.linspace(0, 4, 100)
cas2 = np.linspace(0, 4, 5)

def slika():
plt.plot(cas, pomik(cas), 'CO', label='Pomik [m]')
plt.plot(cas, hitrost(cas), 'Cl', label='Hitrost [m/s]')
plt.plot(cas2, pomik(cas2), 'COo', label='Pomik - velik korak[m]')
plt.plot(cas2, hitrost(cas2), 'Clo', label='Hitrost - velik korak [m/s]')
plt.xlabel('Cas [s]')
plt.ylabel('Pomik [m] / Hitrost [m/s]')
plt.legend(loc=(1.01, 0));
plt.show()

slika()
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Simbolno preoblikovanje diferencialne enacbe v sistem diferencialnih enacb prvega
reda

Spomnimo se izvorne diferencialne enacbe:
eq
d2
m@y(t) = —gmycos (o) + gmsin («) (12.78)
Definirajmo nove spremenljivke in pripravimo funkcijo f:
yO = sym.Function('y0")

y1l = sym.Function('yl')
f = sym.simplify(eq.args[1]/m)

h

g (—pcos (o) + sin () (12.79)

Povezimo sedaj nove spremenljivke.
dyp/dt naj bo enako yi:

eql = sym.Eq(y0(t).diff(t), y1(t))
eql

S(t) = (1) (12:80)

Odvod dy; /dt (v bistvu je to y”) naj bo enak funkciji f:
eq2 = sym.Eq(y1(t).diff(t), f)

eq2

d
dt Y1
Zgornje izraze zapiSemo v vektorski obliki:

(t) = g (—pcos (o) +sin (o)) (12.81)

y =f(t,y). (12.82)

y_odvod = [yO(t).diff(t), yi1(t).diff(t)]
y_odvod
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d d
—yolt), —y1(t 12.83
(0. (o) (12:83)
f_vec = [y1(t), fl
f_vec
[y1(t), g (—pcos () + sin (a))] (12.84)
Spomnimo se sedaj f_vec:
f_vec
(), 9 (~pcos (@) +sin (a))] (12.85)
Ce resujemo numeri¢no, potem funkcijo f(¢,y) zapisemo:
pospesek = float((eq.args[1]/m) .simplify() .subs(podatki))
pospesek #raziSCite zakaj smo tukaj tako definirali! namig: type(pospesek)
—0.303704874312999 (12.86)

def F_klada(t, y):
return np.array([y[1], pospesek],dtype=float)

Preverimo funkcijo pri zacetnem c¢asu ¢t = 0s in pri zac¢etnih pogojih [yo, y1] = [0, vol:

y_zacetni_pogoji = np.array([0, podatki[v0]])
y_zacetni_pogoji

array([0., 1.])

F_klada(0., y_zacetni_pogoji)
array([ 1. , -0.30370487]1)
Uporabimo sedaj FEulerjevo metodo:
#/htimeit

x_Eu = np.linspace(0, 4, 5)
y_Eu = euler_sistem(F_klada, x_Eu, np.array([0, 1.1))

[ O , 1. 1,
[ 1. , 0.69629513],
[ 1.69629513, 0.39259025],
[ 2.08888538, 0.08888538],
[ 2.17777075, -0.2148195 1])

Prikazemo in primerjamo z analiti¢no resitvijo:

def narisi_euler(n=5):
x_Eu = np.linspace(0, 4, n)
y_Eu = euler_sistem(F_klada, x_Eu, np.array([0, 1.]))
plt.title('Eulerjeva metoda s korakom $h={:g}$'.format(x_Eul[1] -x_Eu[0]))
plt.plot(cas, pomik(cas), 'CO', label='Pomik - analiticno [m]')
plt.plot(cas, hitrost(cas), 'Cl', label='Hitrost - analitiéno [m/s]')
plt.plot(x_Eu, y_Eul:, 0], 'CO.', label='Pomik - Euler [m]')
plt.plot(x_Eu, y_Eul:, 1], 'Cl.', label='Hitrost - Euler [m/s]')
plt.xlabel('Cas [s]')
plt.ylabel('Pomik [m] / Hitrost [m/s]')
plt.ylim( -0.5, 2.5)
plt.legend(loc=(1.01, 0))
plt.show();
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interact(narisi_euler, n=(3, 10, 1));

interactive(children=(IntSlider(value=5, description='n', max=10, min=3), Output()),
_dom_classes=('widget -int..



Poglavje 13

Numeri¢no resevanje diferencialnih
enacCb - robni problem

13.1 Resevanje dvotockovnih robnih problemov

Pod dvotockovnim robnim problemom razumemo navadno diferencialno enac¢bo drugega reda

oblike:

§=fty,9), (13.1)
ob predpisanih robnih pogojih:

y(a) =« in y(b) = B. (13.2)

Metode, ki smo jih spoznali pri reSevanju zacetnih problemowv, tukaj neposredno niso uporabne,
ker nimamo podanega odvoda v zacetni tocki pri t = a.
V nadaljevanju si bomo pogledali dva razliéna pristopa k resevanju robnih problemov:

1. t. i. strelska metoda,
2. metoda konénih razlik.

13.2 Strelska metoda

Resujemo robni problem:

y= f(tv Y, y)v y(a) =G, y(b) =B, (133>

ki ga prevedemo na zacetni problem tako, da si izberemo:

y(a) = u. (13.4)
Problem resimo z numeri¢nimi metodami reSevanja zacetnega problema in resitev oznac¢imo
z 0(u,t).
Robni problem resimo, ko izberemo u tako, da velja:

r(u) =0(u,b) — =0. (13.5)

Dobili smo nelinearno enacbo, ki jo moramo resiti; za izracun vrednosti mejnih preostankov
7(u) moramo numericno resiti zacetni problem.

Za resitev enacbe r(u) = 0 lahko uporabimo sekantno metodo. Izberemo wg in u; in na i-tem
koraku izra¢unamo:

Ui — Ui—1

r(u;) — r(ui—1)’

i=2,3,... (13.6)

wip1 = u; — r(u;)

235
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Zakljucimo, ko je:

]r(ui+1)] < €. (13.7)
Resitev strelske metode je obremenjena z napako metode resevanja nelinearne enacbe € in z
napako numeri¢ne metode za resevanje zacetnega problema.
13.2.1 Numeric¢ni zgled: posevni met

Na sliki je prikazan izstrelek mase m, ki ga izstrelimo s hitrostjo wvg.

Y
g

T
Velikost sile upora zraka je |F| = c|v|?, potem sta gibalni enacbi:
2" (t) = Fp/m y'(t) = F,/m —g. (13.8)

Komponente sile so (glejte izpeljavo pri poglavju iz reSevanja zaCetnega problema sistema
diferencialnih enacb):

F, = —cx' /2% +y?, Fy=—cy x? +y>. (13.9)

Vertikalni met
Najprej predpostavimo, da je ¢ = 90° in torej v x smeri nimamo gibanja. Zanima nas resitev,
ko izstrelek izstrelimo iz visine y = 0 m in mora pri ¢asu ¢ = b = 1 s biti na visini y(b) = 10 m.
Definirali smo robni problem:

y'(t)=Fy fm—g,  y(0)=0, y(1)=10. (13.10)

Najprej moramo enacbo drugega reda:

y'=fty,y)=F,/m—g (13.11)

preoblikovati na sistem dveh ena¢b prvega reda. Uporabimo y; = y(¥ ter upostevamo F, =

—cy' V2

Odvajamo y, = ;41 in pripravimo sistem enacb prvega reda:

3/6 = "N
Y = —cyiVyi/m—g

Uvozimo modula numpy in scipy.integrate.solve_ivp:

(13.12)

import numpy as np
from scipy.integrate import solve_ivp

Pripravimo seznam funkcij desnih strani:
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def f_vert(t, y, g=9.81, m=1., c=0.5):
return np.array([y[1], -g -c*y[1]#*np.sqrt(y[1]**2)/m])

ter pripravimo funkcijo za izra¢un mejnega preostanka pri ¢asu b v odvisnosti od zacetne
hitrosti vy (privzeti zra¢ni upor je ¢ = 0.1):

def r(v0=100., t=None, ciljna_lega=10., g=9.81, m=1., c=0.1):
def f_vert_tmp(t, y): # pripravimo funkcijo z Zeljenimi parametri
return f_vert(t, y, g=g, m=m, c=c)
sol = solve_ivp(f_vert_tmp, t_span=(t[0], t[ -1]), yO=np.array([0., v0]))
r = sol.y[0, -1] - ciljna_lega
return r

Preverimo mejni preostanek pri zacetnem pogoju vg =y’ = 50 m/s:

t = np.linspace(0, 1, 100)
r(v0=50., t=t)

np.float64(5.63455093999735)

Opazimo, da je masa pri 1 sekundi 5,635 m nad ciljno visino.
Nas cilj je, da pri 1 sekundi masa doseze lego 10 m z natanc¢nostjo 1e-6:

ciljna_lega = 10
epsilon = le -6

Izvedimo sedaj sekantno metodo:

x0 = 100
x1l = 50
for i in range(10):
f0 = r(v0=x0, t=t, ciljna_lega=ciljna_lega)
f1 = r(vO=x1, t=t, ciljna_lega=ciljna_lega)
x2 = x1 - f1 * (x1 - x0)/(f1 - £0)
err = r(v0=x2, t=t, ciljna_lega=ciljna_lega)
print (f'Novi pribliZek je v0={x2}, napaka je {err}.')
x0 = x1
x1l = x2
if abs(err)<epsilon:
reSitev = x2
print (f'Resitev vO={reSitev}')
break

Novi pribliZek je v0=5.644178759347113, napaka je -9.672536331804414.

Novi pribliZek je v0=33.67258709458857, napaka je 2.2187017725280302.

Novi pribliZek je v0=28.442965190719487, napaka je 0.8225839451367332.

Novi priblizek je v0=25.361704474139284, napaka je -0.10153714557803362.
Novi pribliZek je v0=25.70025579721459, napaka je 0.004276366407131249.
Novi pribliZek je v0=25.686573522825174, napaka je 2.16308919487318e -05.
Novi pribliZek je v0=25.686503962731987, napaka je -4.623860405672531e -09.
ReSitev v0=25.686503962731987

Poglejmo si sedaj izra¢unano resitev:

sol = solve_ivp(lambda t, y: f_vert(t, y, c=0.1),
t_span=(t[0], t[ -1]), yO=np.array([0., reSitev]),
t_eval=t
)

Zgoraj smo uporabili lambda izraz (dokumentacija). Izraz lambda t, y: f_vert(t, vy,
c=0.1) je ekvivalenten:


https://docs.python.org/3/tutorial/controlflow.html#lambda-expressions
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def ime_funkcije(t, y):
return f_vert(t, y, c=0.1)

Uvozimo matplotlib:

import matplotlib.pyplot as plt
%matplotlib inline

Prikazemo rezultat:

plt.title('Vertikalni met')

plt.hlines(ciljna_lega,0., 1, 'C3', linestyles='dashed', label='Ciljna lega',
alpha=0.5)

plt.plot(sol.t, sol.y[0], label='Lega $y$')

plt.xlabel('$t$ [s]')

plt.legend(loc=4)

plt.show()

Vertikalni met

10

Cilina lega
0 - —— Legay

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t[s]

Posevni met

Poglejmo si sedaj splosen poSevni met (diferencialne enacbe so definirana ze zgoraj). Najprej
moramo sistem diferencialnih enacb drugega reda preoblikovati v sistem enacb prvega reda.
Uporabimo:

Yo=, y=12, ya=9, y3 =19 (13.13)

in dobimo sistem diferencialnih enacb prvega reda:

Yo = i
/ _
o= Ffm (13.14)
Yo = U3
yé = Fb/nz——g.

Pripravimo seznam funkcij desnih strani:



Poglavje 13. Numericno reSevanje diferencialnih enacb - robni problem 239

def f_poSevno(t, y, g=9.81, m=1., c=0.1):
X, VX, yy, Vy = §y
return np.array([vx, -c*vx*np.sqrt(vx**x2+vy**2)/m, vy, -g
—cxvy*np.sqrt (vx**2+vy**2) /m])

Pripravimo se funkcijo za izracun mejnega preostanka pri ¢asu b = 1 v odvisnosti od vektorja
zacetne hitrosti vy:

def r_poSevno(vO=[5., 100.], t=None, ciljna_lega=np.array([10, 5.]), g=9.81, m=1.,
c=0.1):
sol = solve_ivp(lambda t, y: f_poSevno(t, y, g=g, m=m, c=c),
t_span=(t[0], t[ -11),
y0=[0, vO[0], O, vO[1]])
r = sol.y[0:3:2, -1] - ciljna_lega
return r

Preverimo mejni preostanek pri zacetnem pogoju vo = [100.,100.] m/s:
r_poSevno(v0=[100., 100.],t=t)

array([ 9.66195325, 11.84726075])

Za iskanje korena sistema nelinearnih funkcij smo ze spoznali funkcijo scipy.optimize.root
(dokumentacija):

root(fun, x0, args=(), method='hybr', jac=None,
tol=None, callback=None, options=None)

Najprej jo uvozimo:
from scipy import optimize
Potem uporabimo z zacetnim ugibanjem vy:
reSitev = optimize.root(r_poSevno, np.array([100., 100.]), args=(t,))
Resitev je:
reSitev
message: The solution converged.
success: True
status: 1
fun: [ 1.155e -13 -3.260e -13]
x: [ 1.938e+01 1.655e+01]
method: hybr
nfev: 19
fjac: [[ -9.339e -01 3.575e -01]
[ -3.575e -01 -9.339%e -01]]

r: [ -4.078e -01 2.409e -01 -3.754e -01]
qtf: [ 1.067e -09 -1.311le -09]

Atribut resitev.x vsebuje vektor izracunanih resitev ([19.37894314, 16.55482478]). Pre-
verimo mejni preostanek pri izracunani resitvi:

r_poSevno(vO=resSitev.x, t=t)
array([ 1.15463195e -13, -3.25961480e -13])

Poglejmo si sedaj izracunano resitev:


https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.optimize.root.html

Poglavje 13. Numericno reSevanje diferencialnih enacb - robni problem 240

sol = solve_ivp(lambda t, y: f_poSevno(t, y, g=9.81, m=1., c=.1),
t_span=(t[0], t[ -11),
y0=[0, resitev.x[0], O, reSitev.x[1]],
t_eval=t)

Prikazemo rezultat:

plt.title('PoSevni met')

plt.hlines(10,0., 1, 'C3', linestyles='dashed', label='Ciljna lega za $x$',
alpha=0.5)

plt.hlines(5,0., 1, 'C4', linestyles='dashed', label='Ciljna lega za $y$', alpha=0.5)
plt.plot(sol.t, sol.y[0], label='Lega $x$', color='C3')

plt.plot(sol.t, sol.y[2], label='Lega $y$', color='C4"')

plt.xlabel('$t$ [s]')

plt.legend()

plt.show()
Posevni met
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13.2.2 Uporaba scipy.integrate.solve_bvp

Namesto scipy.integrate.solve_ivp in scipy.optimize lahko uporabimo vgrajeno funkcijo
za reSevanje robnih problemov scipy.integrate.solve_bvp (BVP - angl. Boundary Value Pro-
blem):

scipy.integrate.solve_bvp(fun, bc, x, v,
p=None, S=None, fun_jac=None, bc_jac=None,
t01=0.001, max_nodes=1000, verbose=0)

Pojasnilo vseh argumentov je v dokumentaciji, tukaj bomo izpostavili nekatere:

o fun je desna stran (func(t, y...)),

e bc je mejni preostanek: be(y(a), y(b)) = 0

e x numeri¢no polje (dimenzija (m)) neodvisne spremenljivke x[0]=a in x[-1]=Db,
e y numeric¢no polje (dimenzija (n, m)) zacetnih vrednosti.

Rezultat klicanja solve_bvp je objekt z atributi (izbrani):

o x vrednosti neodvisne spremenljivke pri katerih je izracunan rezultat,


https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.integrate.solve_bvp.html#scipy-integrate-solve-bvp
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o y rezultat,
e sol rezultat v obliki kubi¢nega zlepka,

e success je True, ¢e je resitev konvergirala.

Poglejmo primer:

from scipy.integrate import solve_bvp

Definirajmo neodvisno spremenljivko

t =

np.linspace(0, 1, 15)

In mejni preostanek (Zelimo, da je pri ¢asu b lega x = 10 m in y = 5 m):

def mejni_preostanek(ya, yb):
return np.array([yal0], yal[2], yb[0] -10, yb[2] -51)

Definirajmo Se zacetne vrednosti hitrosti (kot zacetno ugibanje):

yO = np

yo[1]l =5

yo[3]

yO[:,:3]

array([[ O.

.zeros((4, t.size))

# hitrost v x smeri

B

100 # hitrost v y smeri

L) B

[ 5.,
[ o.,
[100., 100.

o o1 O

L)

L)

>

10

O O U1 O

—

B

D

In resimo robni problem in opis rezultata

sol = solve_bvp(lambda t, y: f_poSevno(t, y, g=9.81, m=1., c=.1),
bc=mejni_preostanek, x=t, y=y0)

sol

message: The algorithm converged to the desired accuracy.

rms_residuals:
niter:

success:
status:

sol:

yp:

0
[

True

0.000e+00 2.381e -02 ...
<scipy.interpolate._interpolate.PPoly object at 0x7e3e20de7al0>

: None

L

L

[
2

[ -1.588e -22 4.482e -01 ...

[ 1.939e+01 1.828e+01

[ -3.176e -22 3.801e -01 ...

[ 1.656e+01 1.539e+01
[ 1.939e+01 1.828e+01
[ -4.944e+01 -4.369e+01
[ 1.656e+01 1.539e+01
[ -5.205e+01 -4.659e+01

Prikazimo rezultat:

plt.title('Po3evni met')

plt.hlines(10,0., 1,

alpha=0.5)

plt
plt
plt
plt

plt.
plt.

legend ()
show ()

9.762e -01 1.000e+00]

9.853e+00 1.000e+01]
6.210e+00 6.117e+00]
5.031e+00 5.000e+00]

. =1.189e+00 -1.403e+00]]

6.210e+00 6.117e+00]

. =3.926e+00 -3.839e+00]
. —=1.189e+00 -1.403e+00]

. =9.058e+00 -8.929e+00]]
4.302e -05 3.582e -05 ...

1.297e -06 4.151e -06]

'C3', linestyles='dashed', label='Ciljna lega za $x$',

.hlines(5,0., 1, 'C4', linestyles='dashed', label='Ciljna lega za $y$', alpha=0.5)
.plot(sol.x, sol.y[0], label='Lega $x$', color='C3')
.plot(sol.x, sol.y[2], label='Lega $y$', color='C4')
.xlabel('$t$ [s]')
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Posevni met
10 - Ciljna lega za x
Ciljna lega za ¥
—— Lega x
84— lLegay

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t[s]

13.2.3 Numeric¢ni zgled: nosilec z obremenitvijo

q(:v)

w A

I

Poglejmo si nosilec: VB ’ I ’ [
Poves w(z) nosilca popise diferencialna enacba Cetrtega reda:
d4
-E I@w(x) +q(x) =0. (13.15)
Znane konstante so E, I,l in je ¢(z) porazdeljena obremenitev.
Robni pogoji (¢lenkasto vpet nosilec):
w(0)=w({l)=0 in w'(0)=w"(l)=0 (13.16)

Parametri so:

e 1=21-10"°m?*,

e E=21-10"!N/m 2,

e [ =10 m.

Porazdeljena obremenitev g(x) bo definirana pozneje.

Najprej moramo diferencialno enacbo cetrtega reda preoblikovati v sistem diferencialnih enach
prvega reda. Uporabimo:

yo=w, y1 =w', ya =w", yz =w" (13.17)

in dobimo sistem diferencialnih enacb prvega reda:
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Yo = Ui

/ _

o= (13.18)
Yo = Y3

ys = q(@)/(EI).

Pripravimo razli¢ne porazdeljene obremenitve:

def q_konstanta(x, F_0=1e3, 1=10):
return -F_O*np.ones_like(x)

def q_trikotna(x, F_0=1e3, 1=10):
return -F_O0*x/1

def q_pol_sinusna(x, F_0=1e3, 1=10):
return -F_O*np.sin(np.pix*x/1)

Definirajmo dolzino (ostale parametre, I, F/, bomo uporabili privzete):
| 1= 10.

x = np.linspace(0, 1, 15)

plt.fill_between(x, q_konstanta(x), alpha=0.4, label='Konstantna')
plt.fill_between(x, g_pol_sinusna(x), alpha=0.4, label='Pol -sinusna')
plt.fill_between(x, q_trikotna(x), alpha=0.4, label='Trikotna')
plt.title('Porazdeljena obremenitev $q(x)$')

plt.legend ()

plt.show()

Porazdeljena obremenitev g(x)

—200 4

—400 4
0o 0 Konstantna

Pol-sinusna

[ Trikotna
=600 4

—800 A

—1000 +

0 2 4 3] 8 10
Pripravimo seznam funkcij desne strani:

def f_nosilec_konstanta(x, y, E=2.1lell, I=2.1le -5):

return np.array([y[1], y[2], y[3], q_konstanta(x)/(ExI)], dtype=float)
def f_nosilec_pol_sinusna(x, y, E=2.1lell, I=2.1le -5):

return np.array([y[1], y[2], y[3], q_pol_sinusna(x)/(E*I)])
def f_nosilec_trikotna(x, y, E=2.1lell, I=2.1le -5):

return np.array([y[1], y[2], y[3], g_trikotna(x)/(ExI)])

Definirajmo sedaj robne pogoje oz. mejni preostanek (poves in moment sta na robovih enaka
nic):
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def mejni_nosilec(ya, yb):
return np.array([yal[0], yal[2], yb[0], yb[2]11)

Definirajmo Se zacetne vrednosti naklona (w’) in strizne sile (w”) (kot zacetno ugibanje):

yO = np.zeros((4, x.size), dtype=float)

# lahko tisti, ki niso znani ne bi bili nic:
# yo[1l = 1. # w'

# yo[3] = 1. # w''"

In resimo robni problem (za vse tri tipe obremenitve):

sol_ko = solve_bvp(f_nosilec_konstanta, bc=mejni_nosilec, x=x, y=y0)
sol_pol_sin = solve_bvp(f_nosilec_pol_sinusna, bc=mejni_nosilec, x=x, y=y0)
sol_trikotna = solve_bvp(f_nosilec_trikotna, bc=mejni_nosilec, x=x, y=y0)

Rezultat prikazimo za konstantno obremenitev:

plt.fill_between(sol_ko.x, sol_ko.y[0], label='Poves $w$', alpha=0.5)
plt.fill_between(sol_ko.x, sol_ko.y[1], label='Naklon $w\'$', alpha=0.5)
plt.title('Konstantna obremenitev')

plt.legend ()

plt.show()

Konstantna obremenitev

0.010 ~

o Poves w
Naklon w'

0.005 A

0.000 -

—0.005

—0.010 -

—0.015 A

=0.020 4

—0.025 4

—0.030 4

0 2 q 6 8 10

In primerjavo povesa za razli¢ne tipe obremenitve:

plt.fill_between(sol_ko.x, sol_ko.y[0], label='Konstantna $w$', alpha=0.5)
plt.fill_between(sol_pol_sin.x, sol_pol_sin.y[0], label='Pol -sinusna $w$',
alpha=0.5)

plt.fill_between(sol_trikotna.x, sol_trikotna.y[0], label='Trikotna $w$', alpha=0.5)
plt.title('Poves pri razliénem tipu obremenitve')

plt.legend ()

plt.show()
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Poves pri razlicnem tipu obremenitve

0.000 -
—0.005 A
—-0.010 4
—=0.015 4
-0.020
-0.025 - Konstantna w
Pol-sinusna w
0.030 Trikotna w
0 2 4 [ 8 10

13.3 Metoda koncnih razlik

from IPython.display import YouTubeVideo
YouTubeVideo (' YozKGsNYZ6Y', width=800, height=300)

Metoda konénih razlik

prof. dr. Janko Slavié

Luka Frar

Resujemo robni problem:

y' = f(tyy),  yla)=a, yb) =46 (13.19)
Velja torej:

a = to, b= tn,1. (1320)

Pri metodi kon¢nih razlik za reSevanje robnega problema uporabimo diferen¢no shemo. Pred-
postavimo, da imamo interval [a, b], na katerem resujemo diferencialno enac¢bo (neodvisna spre-
menljivka) razdeljeno na enake podintervale (tock je n):
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t=[to,t1, ... tn1]- (13.21)

Odvode nadomestimo s centralno diferenéno shemo:

Odvod | \ -2 Yi—1 Yi Yit1 Yit2
Vrednosti —

Y=+ 0 -0.5 0 0.5 0
Yl = % 0 -2 1 0
Y = 0.5 1 0 -1 0.5
g =L 1 -4 6 -4 1

Prikazana centralna diferenéna shema ima napako drugega reda O(h?).
V i-ti tocki navadno diferencialno enac¢bo drugega reda s centralnimi diferencami zapisemo:

1 1
72 (yim1 = 2Yi + yip1) + O(h?) = f (ti, Yis o (=Yi—1 + Yit1) + O(hQ)) . (13.22)

Ce zanemarimo napako metode:

1 1 .
72 (Yim1 =2y +Yit1) = f <ti7yia 5T (=Yi—1 + ?/i+1)) ; 1=1,2,...,n—2. (13.23)

Zgornjo enacbo lahko zapiSemo za n — 2 notranjih tock, kar pomeni, da nam do resljivega
sistema enacb za n neznank manjkata se dve enacbi. Ti dve enacbi sta robna pogoja:

Yo=0, Yn-1 =7 (13.24)

V primeru linearnega robnega problema moramo za izracun n neznank y; resiti sistem n
linearnih enacb (Ce je pa nelinearen, pa sistem nelinearnih enach).

Ocena napake

Tocen rezultat y(t;) pri velikosti koraka h je:

y(ti) = yin + Eip, (13.25)

kjer je y; , numericni priblizek in Ej napaka metode. Ker je globalna napaka drugega reda,
lahko napako zapisemo:

E;p=kh?, (13.26)
Podobno lahko za velikost koraka 2h zapisemo:
y(t5) = yjon + Ejon, (13.27)
kjer je y;on, numericni priblizek in E;, napaka metode in je:
Ejon =k (2h)? = 4k 1? (13.28)
Ob predpostavki, da je konstanta k pri koraku h in koraku 2h enaka, lahko dolo¢imo oceno
napake pri boljsem priblizku Ej,. Najprej izena¢imo toc¢na rezultat y(t;) pri koraku h in rezultat
y(t;) pri koraku 2h (velja i =275, j=1,2,...):
Yin +kh* =yjon +4kh? (13.29)
sledi:
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3k ]’L2 = y2j,h - yj,2h (1330)
in nato izraCunamo oceno napake:
B = w (13.31)

13.3.1 Numeric¢ni zgled: vertikalni met

Zgoraj smo vertikalni met resili s strelsko metodo; uporabimo sedaj metodo koné¢nih razlik. Naj-
prej robni problem:

y'(t) = Fyfm—g,  y(0)=0, y(1)=10. (13.32)
zapisati s pomocjo centralne diferenéne sheme (Fy = —cy/'):
1 1
2 (Yi—1 — 29 + Yiy1) = —c o (—=Yi—1 + Yit1) | /m —g. (13.33)

(Tukaj smo predpostavili, da je zracni upor linearno odvisen od hitrosti. V nasprotnem
primeru bi imeli nelinearni robni problem, in posledi¢no razvili sistem nelinearnih enacb.)
Zgornji izraz preoblikujemo:

(2—ch/m)yi_1 —4y; + (24 ch/m) yi1 = —2gh?, i=1,2,...,n—2. (13.34)

Robna pogoja sta:

Yo=0,  Yo1 =10 (13.35)

Robni problem smo torej preoblikovali na sistem n linearnih enachb. Poglejmo si sedaj kon-
kreten izracun za n = 11; najprej definirajmo konstante, ¢asovni vektor t in korak h:

n = 11 # liho Stevilo
c=20.5

m=1.0

g =9.81

t = np.linspace(0, 1, n)
h = t[1]

Nato nadaljujemo z izracunom tridiagonalne matrike koeficientov A.
Pomagamo si s funkcijo numpy.diag() (dokumentacija):

numpy .diag(v, k=0)

S parametroma:

o v vektor, ki bo prirejen diagonali,

e k diagonala, kateri se priredi v. k=0 uporabimo za glavno diagonalo, k<0 oz. k>0 uporabimo
za diagonale pod oz. nad glavno diagonalo.

A = np.diag( -4*np.ones(n), 0) + \
(2 -c*h/m)*np.diag(np.ones(n -1), -1) + \
(2+c*h/m) *np.diag(np.ones(n -1), 1)

Al:4,:4]

array([[ -4. , 2.05, 0. , 0. 1,
[ 1.95, -4. , 2.05, 0. 1],
[o. , 1.95, -4. , 2.05],

ro. , 0. , 1.95, -4. 1D


https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.diag.html
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Definirajmo Se vektor konstant:

b =

-2xgxh**2 * np.ones(n)

Sedaj popravimo matriko koeficientov A in vektor konstant b, da zadostimo robnim pogojem:

Yo =0, yn-1=10. (13.36)
Af0,0] = 1
Af0,1] = 0
AL -1, 21 =0
Al -1, -1] 1
b[0] = 0.
b[ -11 = 10.

Resimo sistem linearnih enacb:
y_mkr = np.linalg.solve(A, b)

Prikazemo rezultat:

plt.title(r'Vertikalni met (upor zraka: $ -c\,\dot y$)')
plt.hlines(10, O, 1, 'C3', label='Ciljna lega', linestyles='dashed', alpha=0.5)
plt.plot(t, y_mkr, '.', label='Metoda koncnih razlik')
plt.xlabel('$t$ [s]')
plt.ylabel('$y$ [m]')
plt.legend()
plt.show()
Vertikalni met (upor zraka: —cy)
10+ Ciljna lega *
» Metoda konénih razlik .
B_ L]
6_ L]
E
=, .
4_
2 T L]
04 =

0.8 1.0

S pomocjo funkcije numpy.gradient () izracunamo Se hitrost in pospesek:

v_mkr = np.gradient(y_mkr,h, edge_order=2)
a_mkr = np.gradient(v_mkr,h, edge_order=2)
v_mkr[:4]

array([17.99109496, 16.20009044, 14.45276895, 12.79068266])


https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.gradient.html
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Izra¢unajmo sedaj Se rezultat z dvojnim korakom:

n2h = n//2+1
t2h = np.linspace(0, 1, n2h)
h2h = t2h[1]

A2h = np.diag( -4#*np.ones(n2h), 0) + \
(2 -c*h2h/(m))*np.diag(np.ones(n2h -1), -1) + \
(2+c*h2h/ (m) ) *np.diag(np.ones(n2h -1), 1)

b2h = -2%g*h2h**2 * np.ones(n2h)

A2n[0,0] =1
A2h[0,1] =0
A2h[ -1, -1] =1
A2n[ -1, -2] =0
b2h[0] = 0.

b2h[ -1] = 10.
y2h_mkr = np.linalg.solve(A2h, b2h)

Primerjajmo prvih Sest rezultatov pri koraku 2h:
y2h_mkr[:6]

array([ 0. , 3.24082594, ©5.7992875 , 7.74037178, 9.12287659,
10. D

z vsakim drugim rezultatom pri koraku h:
y_mkr[:12:2]

array([ O. , 3.24001809, 5.79815462, 7.73931207, 9.12221538,
10. D

Sedaj lahko ocenimo napako:
(y_mkr[::2] -y2h_mkr)/3

array([ 0. , —0.00026928, -0.00037763, -0.00035324, -0.0002204 ,
0. D

13.3.2 Numeric¢ni zgled: nosilec z obremenitvijo

Vrnimo se k robnemu problemu nosilca s polsinusno obremenitvijo (¢(z) = —Fy sin(7 z/1))), ki
smo ga ze obravnavali s strelsko metodo.

Diferencialno enacbo Cetrtega reda zapiSemo s pomocjo centralne diferencéne sheme (za i-to
tocko):

—— (lwj—2 —4dwi—1 + 6w; —4wit1 + Lw;t2) — Fy sin(mz; /1) = 0. (13.37)

Robni pogoji so stirje, najprej poves na robovih:

Wy = Wp—-1 — 0 (1338)

Ker na robovih ni momenta, je drugi odvod ni¢. S centralno diferencno shemo torej zapisemo
dodatne enacbe:

w_1—2wyg+ws =0 Wp—9 — 2Wp—_1 + wy, = 0. (13.39)

Ce za neodvisno spremenljivko & uporabimo n ekvidistantnih tock, potem diferencialno ena¢bo
cetrtega reda zapisemo za n — 2 notranje tocke. S tem pridobimo dodatni nefizikalni tocki w_;
in w,. Ce dodamo $e §tiri robne pogoje, imamo resljiv sistem linearnih enac¢b z n + 2 neznakami
in n + 2 enacbami.

Najprej pripravimo podatke, neodvisno spremenljivko x in korak h:
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1 =10.

E = 2.1el1

I =2.1e -5

F 0= 1e3

n = 100

x = np.linspace(0, 1, n)
h = x[1]

Nato pripravimo matriko koeficientov (matrika je dimenzije (n, n), v prvi in v zadnji dve
vrstici bi lahko zapisali tudi vrednosti 0, to bomo pozneje popravili):

A = +1xnp.diag(np.ones(n -2+2), -2) \
-4*np.diag(np.ones(n -1+2), -1) \
+6*np.diag(np.ones(n+2), 0) \
-4*np.diag(np.ones(n -1+2), +1) \
+1*np.diag(np.ones(n -2+2), +2)

Al:4,:4]

array([[ 6., -4., 1., 0.1,
[ -4., 6., -4., 1.1,
(1., -4., 6., -4.1,
[0., 1., -4., 6.1

Definirajmo se vektor konstant (dodamo en element na koncu in en na zacetku):

b = np.zeros(n+2)
b[2: -2] = - h**4 * F_Oxnp.sin(np.pi*x[1: -1]/1)/(E*I)
b[:4]

array([ 0.00000000e+00, 0.00000000e+00, -7.48966545e -10, -1.49717894e -09])

Sedaj popravimo matriko koeficientov A in vektor konstant b, da zadostimo robnim pogojem.
Najprej wo = wp—1 = 0O:

A[0,:3]= np.array ([0, 1, 0])

bl0] =0

A[ -1, -3:]1= np.array([0, 1, 0])

bl -1] =0

Nato w_1 —2wg+ w1 =0in wy_9 — 2w,p_1 + w, = 0:

Al1,:4] = np.array([1, -2, 1,0])

b[1] =0

A[ -2, -4:] = np.array([0, 1, -2, 1])

b[ -2] =0

A[:5,:5]

array([[ 0., 1., 0., 0., 0.],
[1., -2., 1., 0., 0.]1,
[ 1., -4., 6., -4., 1.1,
[o., 1., -4., 6., -4.1,
(0., 0., 1., -4., 6.1

A[ -5:, -5:]

array([[ 6., -4., 1., 0., 0.],
-4., 6., -4., 1., 0.],

L

(1., 4., 6., -4., 1.1,
[o., o., 1., -2., 1.1,
(o., 0., 0., 1., 0.1
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b[:5]

array ([ 0.00000000e+00, 0.00000000e+00, -7.48966545e -10, -1.49717894e -09,
-2.24388381e -09])

b[ -5:]

array ([ -2.24388381le -09, -1.49717894e -09, -7.48966545e -10, 0.00000000e+00,
0.00000000e+00])

Resimo sistem linearnih enacb:
y_mkr = np.linalg.solve(A, b)
Prikazemo rezultat:

plt.title('Poves ob polsinusni obremenitvi')

plt.plot(sol_pol_sin.x, sol_pol_sin.y[0], 'o', label='Strelska metoda')
plt.plot(x, y_mkr[1: -1], '.', label='Metoda kon&nih razlik')
plt.xlabel('$x$ [m]')

plt.ylabel('$w$ [m]')

plt.legend()

plt.show()
Poves ob polsinusni obremenitvi
0.00041 @ ® Strelska metoda o
Metoda koncnih razlik
—0.005 -1 o o
_ —0.010 - e o
E
=
-0.015 - e 4
Q <
—0.020 A
[ ] L]
- S
T T T T T T
0 2 L 5] 8 10
x [ml

13.4 Dodatno: simbolna resitev nosilca

Tukaj si bomo pogledali simbolno resevanje robnega problema. Poudariti je treba, da gre tukaj

zgolj za zgled, ki ga lahko naredimo za obravnavani nosilec z relativno enostavno polsinusno

obremenitvijo. V praksi so seveda obremenitve in tudi oblike nosilca lahko bistveno

bolj zahtevne in takrat druge poti kot numeriénega resevanja skoraj nimamo na voljo.
Najprej uvozimo sympy:

import sympy as sym
sym.init_printing()

Definirajmo spremenljivke:
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w = sym.Function('w')
x, E, I, F_0, 1 = sym.symbols('x, E, I, F_0, 1')

Definirajmo differencialno enac¢bo (robne pogoje dodamo pozneje):

eq = sym.Eq( -ExI*w(x).diff(x,4) -F_O*sym.sin(sym.pi*x/1),0)
eq

~EIY w(z) — Fysin (”ﬁ) =0 (13.40)
X
Resimo:

sol = sym.dsolve(eq, func=w(x),
hint='nth_linear_constant_coeff_undetermined_coefficients',

ics={
w(0):0, #poves pri x=0 je nic
w(x).diff(x,2).subs(x, 0): O,#moment pri x=0 je nic
w(x).subs(x, 1): O, #poves pri x=1 je nié

w(x) .diff(x, 2).subs(x, 1): O #moment pri x=1 je nic
i)

sol

Fyl* sin (“l—x)

w(z) = 13.41
podatki = {E: 2.1ell, I: 2.1e -5, 1: 10, F_0:1e3}

resitev_np = sym.lambdify(x, sol.rhs.subs(podatki), modules='numpy')
x_ana = np.linspace(0, podatki[1l], 100)

y_ana = resitev_np(x_ana)

plt.title('Upogib ob polsinusni obremenitvi')
plt.plot(x_ana, y_ana, ' -', label='Analitiéna reSitev')
plt.xlabel('$x$ [m]')

plt.ylabel('$w$ [m]')

plt.legend()

plt.show()

Upogib ob polsinusni obremenitvi

0.000 +

—0.005

—0.010 4

w [m]

—0.015 A

—0.020 4

— Analiti¢na resitev

0 2 4 53 8 10
x [m]

Primerjajmo sedaj analiti¢cno resitev, z resitvijo z metodo kon¢nih razlik in strelsko metodo:
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[np.min(y_ana), np.min(y_mkr), np.min(sol_pol_sin.y[0])]

[—0.0232759411601314, —0.0232798479988575, —0.0232786462140205] (13.42)
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Testiranje pravilnosti kode,
uporabniski vimesnik

14.1 Testiranje pravilnosti kode

Kadar razvijamo bolj obsezno kodo in pri tem sodeluje vec oseb, se pojavi potreba po avtomatskem
testiranju pravilnosti kode. To pomeni, da poleg kode, ki ima dolocen rezultat, definiramo tudi
testirne funkcije; slednje preverjajo ali prve vracajo pri¢akovani rezultat.

Preprosti primer je:

## vsebina datoteke test_prvi.py (mapa moduli)
def kvadrat(x):
return x**2 + 1 # oCitna napaka glede na ime funkcije

def test_kvadrat():
assert kvadrat(2) ==

Ce pozenemo funkcijo test_kvadrat() se testira pravilnost kvadrat(2) == 4; v primeru,
da je rezultat True se ne zgodi ni¢, ¢e pa je rezultat False se sprozi AssertionError() (glejte
dokumentacijo za ukaz assert). Ker funkcija kvadrat () vrne x**2+1, bo testiranje neuspesno.

Verjetno se sprasujete v ¢em je smisel takega testiranja pravilnosti. Ko koda postaja obsezna
in na njej dela veliko oseb, postane nujno tudi prepletena. Tako se lahko zgodi, da razvijalec doda
novo funkcionalnost in nehote porusi obstoje¢o. Ce so vse funkcionalnosti testirane, bo testiranje
zaznalo neustreznost predlagane spremembe.

Vecina paketov ima tako dodano testiranje pravilnosti; za primer si lahko pogledate izvorno
kodo paketa NumPy, ki se nahaja na githubu; ¢e pogledate vsebino podmodula numpy.linalg
za linearno algebro:

Branch: master v numpy/ numpy/ Ilnalg /

€3 eric-wieser MAINT: Remove unused isscalar import

lapack_lite DOC: Add changelog entry for new lapack_lite
tests TST: linalg: add basic smoketest for cholesky
B _init_py MAINT: Rearrange files in numpy/testing module.
B info.py 2to3: Apply “print’ fixer.
) lapack_litemodule.c MAINT: Include the function name in all argument «
B linalg.py MAINT: Remove unused isscalar import
2 ratiim MAAINT: NDeafar +a laad fiinmctiane feam lanmacl fineeall
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https://docs.python.org/reference/simple_stmts.html#assert
https://github.com/numpy/numpy/tree/main/numpy/
https://github.com/numpy/numpy/tree/main/numpy/linalg
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opazimo podmapo tests. Slednja je v celoti namenjena testiranju in vsebuje mnozico Python
datotek, ki preverjajo ustreznost podmodula.

Obstaja ve¢ moznosti testiranja kode, pogosto se uporabljata sledeci:

o unittest (je vgrajen v Python),

e pytest.

Oba pristopa imata podobno funkcionalnost. Najpogosteje se uporablja pytest (npr.
NumPy/SciPy), katerega osnove si bomo tukaj pogledali.

14.1.1 pytest

Modul pytest namestimo z ukazom pip.

Nekatere lastnosti:

e vrne opis testa, ki ni bil uspesen,

e samodejno iskanje testnih modulov in funkcij,

e lahko poganja tudi unittest teste.

Ce v ukazni vrstici poZenete pytest, bo program sam poiskal trenutno mapo in vse podmape
za datoteke oblike test_*.py ali *_test.py (napredno iskanje je navedeno v dokumentaciji).

Ce v ukazni vrstici poZzenemo ukaz:

pytest

bomo dobili tako porocilo:

test session starts
platform win32 - - Python 3.6.2, pytest -3.2.1, py -1.4.34, pluggy -0.4.0
rootdir: c:\pypinm\moduli, inifile:

collected 4 items

test_orodja.py ...
test_prvi.py F

FAILURES
test_kvadrat

def test_kvadrat():

> assert kvadrat(2) ==
E assert 5 ==
E + where 5 = kvadrat(2)

test_prvi.py:5: AssertionError
1 failed, 3 passed in 0.65 seconds

Iz poroéila vidimo, da je program nasel dve datoteki (test_orodja.py in test_prvi.py) in
da je prislo do napake pri eni funkciji (test_kvadrat), tri funkcije pa so uspesno prestale test.

Za osnovno uporabo pri numeric¢nih izracunih je treba Se izpostaviti modul numpy.testing
(dokumentacija), ki nudi podporo za testiranje numeri¢nih polj.

Izbrane funkcije so:

e assert_allclose(dejansko, pricakovano[, rtol, ...]) (dokumentacija) preveri
enakost do zahtevane natancnosti,

o assert_array_less(x, y[, err_msg, verbosel) (dokumentacija) preveri, ali so ele-
menti x manjsi od elementov y,

o assert_string_equal(dejansko, pri&akovano) (dokumentacija) preveri enakost niza.


https://docs.python.org/3/library/unittest.html
https://docs.pytest.org/
https://docs.pytest.org/en/latest/goodpractices.html#test-discovery
https://numpy.org/doc/stable/reference/routines.testing.html
https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.testing.assert_allclose.html#numpy.testing.assert_allclose
https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.testing.assert_array_less.html#numpy.testing.assert_array_less
https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.testing.assert_string_equal.html#numpy.testing.assert_string_equal
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Zgled: test_orodja.py:

V datoteki test_orodja.py so pripravljene funkcije za testiranje modula orodja.py.
Tako so najprej pripravljeni podatki:

zacetna = np.asarray([[1, 2, 3],

[4, 5, 6],

[7, 8, 911D
zamenjana_O_1_stolpca = np.asarray([[2, 1, 3],
[5, 4, 6],
g, 7, 911D

Potem je definirana funkcija, ki klice funkcijo orodja.zamenjaj_stolpca() in rezultat pri-
merja s pricakovanim zamenjana_0_1_stolpca:

def test_stolpec():
a = zacetna.copy() # naredimo kopijo podatkov
b = orodja.zamenjaj_stolpca(a, O, 1) # b (in tudi a) imata zamenjane stolpce
np.testing.assert_allclose(b, zamenjana_O_1_stolpca)

Ce funkcija orodja.zamenjaj_stolpca() deluje pravilno, se klicanje pytest v ukazni vrstici
uspesno zakljuci. Za preostale teste poglejte datoteko test_orodja.py in dokumentacijo paketa
pytest.

14.2 Graficni uporabniski vmesnik

Uporabniski vmesnik se uporablja za interakcijo uporabnika s programsko kodo. Uporabniski
vmesniki so lahko preko ukazne vrstice ali graficni. Za preproste uporabniske vmesnike preko
ukazne vrstice je najbolje, da uporabimo kar argparse, sicer pa se bomo tukaj predvsem osre-
dotocili na graficni uporabniski vmesnik.

14.2.1 Grafi¢ni uporabniski vmesnik znotraj brskalnika

V zadnjem obdobju je opaziti veliko napora pri podpori razvoja graficnih vmesnikov znotraj okolja
Jupyter notebook ali Jupyter lab. Taksen pristop ima predvsem to prednost, da je nadgradnja v
obliki spletne aplikacije relativno enostavna, glejte npr.: Dashboarding with Jupyter Notebooks,
Voila and Widgets | SciPy 2019 | M. Breddels and M. Renou.

14.2.2 Grafi¢ni uporabniski vmesnik znotraj operacijskega sistema

v okviru tega poglavja si bomo pogledali klasi¢ne uporabniske vmesnike, ki jih poganjamo v okviru
dolocCenega operacijskega sistema. Tudi za programiranje graficnega uporabniskega vmesnika
obstaja veliko razli¢nih nac¢inov/modulov. Nekaj najpogosteje uporabljenih:

o PySide6 je uradna Python vezava (Qt for Python) za Qt, ki predstavlja najbolj razsirjeno

platformo za uporabniske vmesnike; licenca LGPL dovoljuje tudi komercialno uporabo,

o PyQt6 je starejSa, neodvisna vezava za Qt s prakti¢no enakim vmesnikom (razlikuje se le

uvoz), vendar z licenco GPL (za komercialno uporabo je placljiva),

o Kivy za hiter razvoj modernih uporabniskih vmesnikov (ni tako zrel kakor npr. Qt),

o wxWidgets siroko uporabljena prosta platforma za izdelavo uporabniskih vmesnikov.

Med vsemi nastetimi si bomo podrobneje pogledali PySide6, ki je uradna in danes najbolj do-
zorela izbira. Namestimo ga z ukazom pip install PySide6. (Ce spodnjo kodo Zelite uporabiti
s PyQt6, zamenjajte le PySide6 v uvozih s PyQt6.)

Velja omeniti, da uporabniski vmesnik lahko:

o risemo s QtDesignerjem (glejte video), ali

e kodiramo.

Tukaj bomo uporabniski vmesnik kodirali.


https://docs.pytest.org/
https://docs.python.org/3/library/argparse.html
https://www.youtube.com/watch?v=VtchVpoSdoQ
https://www.youtube.com/watch?v=VtchVpoSdoQ
https://doc.qt.io/qtforpython-6/
https://www.qt.io/
https://wiki.qt.io/Qt_for_Python
https://riverbankcomputing.com/software/pyqt/intro
http://kivy.org/
https://www.wxwidgets.org/
https://doc.qt.io/qt-6/qtdesigner-manual.html
https://www.youtube.com/watch?v=GLqrzLIIW2E
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14.2.3 Zgled

Najprej uvozimo paket za interakcijo in z grafi¢nimi objekti:

from PySide6 import QtCore # za interakcijo
from PySide6 import QtWidgets # graficni objekti

Potrebovali bomo tudi modul sys za poganjanje programa:
import sys

Uporabniski vmesnik tipi¢no gradimo na razredu QtWidgets.QMainWindow (dokumentacija),
ki ima spodaj prikazano strukturo:

Toolbars

Dock Widgets

Central Widget

Bistveni grafi¢ni elementi, ki jih pri takem uporabniskem vmesniku uporabimo, so:

e Menu Bar,
e Toolbars,

e Dock Widgets,

Central Widget,

Status bar.

Ni potrebno definirati vseh; spodaj si bomo pogledali primer, ko bomo definirali Status bar,
Central Widget in Menu Bar. Ponavadi vse elemente definiramo pri inicializaciji instance razreda
(metoda __init__).

Tukaj izpostavimo, da graficni vimesnik temelji na t. i. Widgetih, (za na primer gumb, tabelo,
datum itd.). Prikaz nekaterih moznosti je prikazan v:

e Qt6 galeriji.

Zelo enostaven uporabniski vmesnik (z vrsti¢nimi komentarji kode) je prikazan spodaj.
import sys

from PySide6 import QtCore

from PySide6 import QtGui
from PySide6 import QtWidgets

class GlavnOkno(QtWidgets.QMainWindow) :


https://doc.qt.io/qt-6/qmainwindow.html
https://doc.qt.io/qt-6/gallery.html
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def

def

Glavno okno podeduje "QtWidgets.(QMainWindow"

__init__(self):

""" Konstruktor GlavnOkno objekta

nnn

QtWidgets.QMainWindow.__init__(self) # konstruktor starSa
self.setWindowTitle('Naslovno okno programa')

# status bar

self.moj_status_bar = QtWidgets.QStatusBar() # novi widget

self .moj_status_bar.showMessage('Ta tekst po 10s izgine', 10000)
self.setStatusBar(self.moj_status_bar) # tukaj se self.moj_status_bar priredi
predpripravljenemu v QMainWindow

# central widget

self.gumbl = QtWidgets.QPushButton('Gumb 1') # Gumb z napisom 'Gumb 1'
self.gumbl.pressed.connect (self.akcija_pri_pritisku_gumbal) # povezZemo
pritisk s funkcijo za akcijo

self.setCentralWidget (self.gumbl) # dodamo gumb v “CentralWidget®

# menuji
self .moj_izhod_akcija = QtGui.QAction('&Izhod',
self, shortcut=QtGui.QKeySequence.Stand
ardKey.Close,
statusTip="Izhod iz programa",
triggered=self.close)
self .moj_datoteka_menu = self.menuBar().addMenu('&Datoteka') # menu
'Datoteka’
self.moj_datoteka_menu.addAction(self .moj_izhod_akcija) # povezava do zgoraj
definirane akcije “self.moj_izhod_akcija’

akcija_pri_pritisku_gumbal(self):
QtWidgets.QMessageBox.about (self,

'Naslov :)',

'Tole se sprozi pri pritisku gumba.')

Program potem pozenemo znotraj stavka try:

try:

app = QtWidgets.QApplication(sys.argv)
mainWindow = GlavnOkno ()
mainWindow.show ()
app.exec()
sys.exit(0)

except SystemExit:
print('Zapiram okno.')

except:

print(sys.exc_info())

Za naprednejsi zgled glejte datoteki:

e preprosti_uporabniski_ vmesnik.py,
e uporabniski_ vmesnik.py

Nekaj komentarjev na uporabniski_vmesnik.py:

1. Poglejte prepis dogodka mouseDoubleClickEvent in prepiSite podedovan dogodek
keyPressEvent, ki naj ob pritisku katerekoli tipke zapre program (¢e se nahajate v TextEdit
polju, potem seveda pritisk tipke izpiSe vrednost te tipke).

2. Dodajte se kaksen Widget s seznama.


/preprosti_uporabnisk-b72516cf843c4b8765d4ca1a30bb5c41.py
/uporabniski_vmesnik-536ec71611c32c05358b1f09886a08c1.py
https://doc.qt.io/qt-6/gallery.html
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3. Spremenite program, da se bo vedno izrisovala funkcija sinus, v vpisno polje function_text
pa boste zapisali Stevilo diskretnih tock (sedaj je tock 100). PovezZite polje z ustreznimi
funkcijami.

4. Uredite lovljenje napak pri zgornji spremembi.

14.3 Nekaj vprasanj za razmislek!

1. V VisualStudioCode pripravite modul, ki bo imel dve funkciji:

e za mnozenje matrike in vektorja,
e za mnozenje dveh matrik.

2. Za modul zgoraj pripravite skripto za testiranje (uporabite numpy.testing).

3. V preprosti_uporabniski_vmesnik.py inicializijski metodi __init__ zakomentirajte vse
klice na metode self.init ... razen na metodo: self.init_status_bar(). Pozenite
program v navadnem nacinu. Nastavite break tocko na self.setGeometry(...) in poze-
nite program v debug nacinu.

4. Nadaljujte prejsnjo tocko in pois¢ite bliznjico za pomikanje po vrsticah:

e s preskokom vrstice,
e 7z vstopom v vrstico.

Vstopite vinit_status_bar (self) in se ustavite pri vrstici self.setStatusBar(self.status_bar).
Odprite  konzolo  (console) in prek ukazne vrstice spremenite  vrednost
self.status_bar.showMessage().

5. Odkomentirajte prej (zgoraj) zakomentirane vrstice. Dodajte tretji gumb, ki naj program
zapre.

6. Dodajte se kaksen Widget s seznama.


https://doc.qt.io/qt-6/qtwidgets-index.html
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https://github.com/jankoslavic/pynm/tree/main/notebooks
https://jankoslavic.github.io/pynm/
https://jankoslavic.github.io/pynm/
https://ucilnica.fri.uni-lj.si/course/view.php?id=166
http://www.labri.fr/perso/nrougier/from-python-to-numpy/
https://www.southampton.ac.uk/~fangohr/training/python/pdfs/Python-for-Computational-Science-and-Engineering.pdf
https://www.youtube.com/playlist?list=PL6gx4Cwl9DGAcbMi1sH6oAMk4JHw91mC_
https://www.projekt-tomo.si
https://lectures.scientific-python.org/
https://www.youtube.com/channel/UCKaYxkHrmsQePZFpzF9b7sQ
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